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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Предлагаемая вниманию советского читателя книга М. Меса- 
ровича и Я. Такахары «Общая теория систем: математические ос­
новы» занимает среди других книг на эту тему особое место. В ней, 
пожалуй, впервые сделана попытка не только отразить точку 
зрения авторов на то, что же представляет собой это новое и до- 
ВОЛЬНО интенсивно развивающееся направление исследований, 
но и подвести определенный итог всем наиболее важным достиже­
ниям, полученным в этой области за^более чем пятнадцатилетний 
период ее существования. Не удивительно, что одним из авторов 
этой попытки оказался М. Месарович, стоявший у самых истоков 
новой теории и на протяжении всего этого периода бывший ее 
верным сторонником и пропагандистом.

Конечно, общая теория систем излагается здесь именно так, как 
ее понимают М. Месарович и его последователи, что находит свое 
отражение и в формулировке основного понятия системы, и в том, 
что в книге рассматриваются главным образом результаты алге­
браического плана, и в том, что сама направленность исследований 
продиктована в неявном виде традициями теории автоматического 
регулирования, а не логики и теории формальных систем. Но все 
же в книге собрано подавляющее большинство результатов (по 
крайней мере алгебраических), относящихся собственно к общей 
теории систем, и поэтому трудно рекомендовать какую-либо дру­
гую книгу, которая могла бы служить лучшим введением в совре­
менную проблематику этой теории и позволяла бы ознакомиться 
с ее нынешними достижениями и недочетами.

В предисловии авторов, в первой вводной главе книги и в при­
ложениях достаточно подробно излагается, какие цели ставят 
перед общей теорией систем М. Месарович и Я. Такахара, как они 
представляют себе другие возможные подходы к построению этой 
теории и каково место их подхода среди прочих. Вот почему мы 
не видим особой необходимости говорить здесь на эту тему, а отме­
чаем лишь взаимосвязи теории с более широким кругом родствен­
ных вопросов, с различными конкретными теориями систем и 
теорией управления.

Прежде всего приходится признать, что отношение специали­
стов, имеющих дело с изучением систем, к общей теории систем 
вообще и к книге М. Месаровича и Я. Такахары в частности неод­
нозначно. Многие ученые, работающие в традиционных областях 
теории систем с давно выкристаллизовавшимся конкретным язы­
ком моделирования, относятся к подобным работам с изрядной до­
лей скептицизма и считают получаемые в них результаты чрезмерна 
выхолощенными и бесплодными, не содержащими ничего сколь-



нибудь полезного, кроме того, что уже имеется в результатах дру­
гих более конкретных теорий. Например, зачем нужны все эти 
пространные рассуждения об объектах состояний для специалиста 
по динамическим (дифференциальным) системам, если он распо­
лагает естественным пространством состояний в виде пространства 
фазовых координат?

С подобной точкой зрения трудно согласиться. Рассуждая 
подобным образом, люди, занимающиеся конкретными разделами 
теории систем, зачастую забывают, что в получаемых ими резуль­
татах очень часто содержится гораздо больше от особенностей ис­
пользуемого ими предметного языка (скажем, от теории дифферен­
циальных уравнений), чем собственно от теории систем. Задача 
общей теории систем как раз в том и состоит, чтобы очистить эти 
результаты от подобных необязательных наслоений и выявить 
нечто, присущее лишь самой теории систем, безотносительно к 
тому предметному языку, который оказался наиболее подходящим 
для данной конкретной системы.

Правомочность и плодотворность подобных исследований на­
ходят много косвенных подтверждений. Укажем хотя бы на то, 
что аналогичные по своему духу работы ведутся сегодня и в рамках 
теории измерений, теории выбора, теории формальных языков и 
во многих других областях. Но кроме чисто академического инте­
реса, общая теория систем вызывает и значительный прикладной, 
практический интерес. От нее многого ждут специалисты в более 
новых областях теории систем, где адекватный язык моделирова­
ния еще не сформировался и приходится обходиться без введения 
соответствующих математических структур. Успешная работа 
авторов данной книги и их сотрудников в важных прикладных 
(по сравнению с уровнем этой книги) областях глобального моде­
лирования и теории иерархических (организационных) систем 
может служить липшим доказательством того, что надежды этого 
круга ученых, возлагаемые на общую теорию систем, не беспоч­
венны.

В заключение отметим одну особенность книги М. Месаровича 
и Я. Такахары, вызывающую наше сожаление. Ее авторы созна­
тельно отказались от интерпретаций ̂ получаемых формальных 
результатов, отсылая за этим читателей к другим книгам. Однако 
указать в этой связи какой-либо вполне конкретный адрес совсем 
нелегко. И в то же время для принятого уровня абстракции ка­
жется чрезвычайно важным понимать, почему именно эти, а не 
какие-то другие вопросы показались авторам наиболее интерес­
ными для исследований. Впрочем, эта особенность книги М. Меса­
ровича и Я. Такахары характерна не только для нее, но и для 
большинства родственных исследований по общей теории систем.

с. в, Е М Е Л Ь Я Н О В
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Жордане и Мицуэ 
с любовью и признательностью

ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРОВ!

В книге речь пойдет о развитии математической общей теории 
систем, зародившейся более десяти лет тому назад. Эта теория 
пытается воплотить в жизнь обширную и далеко идуш;ую про­
грамму, нацеленную на формализацию всех основных системных 
понятий и на построение аксиоматической обш;ей теории систем. 
Настоящий том можно рассматривать как основу и первый шаг 
на пути претворения этой программы в жизнь, причем главное 
внимание уделяется математическим аспектам теории. Что же ка­
сается приложений получаемых здесь результатов и тех общемето­
дологических выводов, которые из них следуют, то их нужно искать 
в других книгах.

Основные черты предлагаемой общей теории систем и ее роль 
довольно подробно охарактеризованы в первой главе книги. 
Однако нам особенно хотелось бы подчеркнуть, насколько широки 
возможности предлагаемых оснований теории. Именно благодаря 
этому нам удалось с единых позиций, опираясь по существу на 
единую математическую структуру, используемую для описания 
систем, рассмотреть (в надежде получить содержательные резуль­
таты) такие различные проблемы, как проблема существования 
и минимальности системы аксиом, гарантирующих возможность 
представлений в пространстве состояний, необходимые и достаточ­
ные условия управляемости многомерных систем, проблема мини­
мальной реализации закономерностей, связывающих входные 
воздействия с выходными величинами, необходимые и достаточ­
ные условия устойчивости по Ляпунову для динамических сис­
тем, теорема Гёделя о непротиворечивости и полноте, проблема 
автономности многомерных систем, теорема Крона — Роудза о 
декомпозиции и проблема классификации систем, основанная на 
использовании теории категорий.

Всякую систему можно описать либо как некоторое преобра­
зование входных воздействий (стимулов) в выходные величины 
(реакции) — в этом состоит феноменологический подход (назы­
ваемый иногда еще и причинно-следственным или терминальным), 
либо с позиций достижения ею некоторой цели или выполнения 
некоторой функции в этом заключается подход с точки зрения 
целенаправленности или принятия решений. В настоящей книге



МЫ ограничимся лишь феноменологическим подходом. Первона­
чально мы рассчитывали включить сюда и общую математическую 
теорию целенаправленности, но чрезмерное количество других 
забот и дел помешало выполнению этого плана. Однако нам бы 
хотелось подчеркнуть,— так как без этого картина развития 
наших исследований не соответствовала бы действительности,— 
что теория многоуровневых систем, которой мы посвятили другую 
книгу и которая преследует совсем другие цели, на самом деле 
уже содержит зародыш общей теории сложных целенаправленных 
систем. Для полноты изложения мы решили привести в приложе­
нии III основные определения целенаправленной системы и откры­
той системы (с этим связано еще одно важное направление иссле­
дований).

Материал этой книги на протяжении ряда лет обсуждался 
со многими коллегами и студентами. Особенно конструктивными 
для нас оказались советы и помощь Дональда Мако и Сейдзи 
Есии. Впрочем, только благодаря неутомимости и согласию пере­
печатывать практически несчетное множество редакций, проявлен­
ным миссис Мэри Лу Кантини, эта книга не осталась кипой раз­
розненных заметок.

8 Предисловие авторов

Mesarovic М. D., Маско D., Takahara Y., Theory of Hierarchical Mul­
tilevel Systems, Academic Press, New York, 1970. (Русский перевод: Месаро- 
вич М., Мако Д ., Такахара И., Теория иерархических многоуровневых систем, 
Шир», М., 1973.)



Глава I  

ВВЕДЕНИЕ

1. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ СИСТЕМ.
ЧТО ЭТО ТАКОЕ И ДЛЯ ЧЕГО ЭТО НУЖНО?

Теория систем представляет собой научную дисциплину, ко­
торая изучает различные явления, отвлекаясь от их конкретной 
природы, и основывается лишь на формальных взаимосвязях 
между различными составляющими их факторами и на характере 
их изменений под влиянием внешних условий. При этом резуль­
таты всех наблюдений объясняются лишь взаимодействием их 
компонент, например характером их организации и функциони­
рования, а не с помош;ью непосредственного обрапцения к природе 
вовлеченных в явление механизмов (будь они физическими, био­
логическими, социологическими или чисто концептуальными). 
Для теории систем объектом исследования является не «физиче­
ская реальность», не, скажем, химическое или социальное явле­
ние, а «система», т.е. формальная взаимосвязь между наблюдаемыми 
признаками и свойствами, В силу ряда принципиальных сообра­
жений язык, используемый для описания поведения систем,— это 
язык теории обработки информации и теории целенаправленного 
действия (принятия решений, управления).

Обш,ая теория систем интересуется самыми фундаментальными 
понятиями и аспектами систем. Многие теории, посвяш;енные сис­
темам более конкретного типа (например, динамическим системам^ 
автоматам, системам управления, теоретико-игровым системам 
и т. п.), развиваются уже довольно длительное время. Общая же 
теория систем занимается основными вопросами, общими для 
всех этих более специальных дисциплин. Кроме того, для действи­
тельно сложных явлений,— а к этой категории относится боль­
шинство явлений, изучаемых в социологии и биологии,— специ­
фический язык, используемый классическими теориями (которые 
базируются на таких конкретных математических структурах, как 
дифференциальные или разностные уравнения, арифметические 
или абстрактные алгебры и т. п.), не позволяет адекватным и над­
лежащим образом описать происходящее в реальности. И либо 
из-за подобного несоответствия между характером событий и 
имеющимися возможностями описания, либо просто из-за недоста­
тка сведений многие действительно сложные проблемы можно 
сформулировать лишь в самых общих терминах, имеющих каче­
ственный, а весьма часто и просто лингвистический характер.



Поэтому другая цель общей теории систем состоит в том, чтобы 
описать и объяснить подобные сложные явления.

При этом мы предполагаем, что и для той, и для другой цели 
может служить одна и та же теория. Более того, чтобы она смогла 
справиться со всем этим, она заведомо должна быть простой^ 
элегантной^ общей и строгой (исключающей всякую возможность 
разночтения). Вот почему мы выбрали чисто математический и 
предельно о,бщий подход. Рискуя впасть в чрезмерное упрощение, 
мы перечислим ниже основные характеристики подхода, основа­
ния которого развиваются в этой книге.

(i) Здесь излагается математическая теория общих систем, 
причем все основные понятия вводятся аксиоматически и все 
свойства систем и их поведения исследуются самым строгим обра­
зом.

(ii) Наша теория в равной степени относится и к описанию сис­
тем, основанному на предположении о целенаправленности их 
поведения (и использующему понятия принятия решений и управ­
ления), и к их феноменологическому описанию, фиксирующему 
характер (причинно-следственных) преобразований входных воз­
действий в выходные величины. Например, с самых первых шагов 
этой теории одной из основных ее конечных целей мы считали 
достижение возможности изучения иерархических, многоуровне­
вых систем принятия решений.

(Ш) Математические структуры, необходимые для формали­
зации основных понятий теории, вводятся таким образом, чтобы 
обеспечить строгость утверждений и не потерять при этом их 
общности. Очень важно понять, что, отказываясь от использова­
ния точного языка (т. е. математики) в утверждениях об интересую­
щих нас системах, мы ничего не выигрываем. Поэтому мы не соглас­
ны рассматривать общую теорию систем как некоторую философию 
науки, а предпочитаем считать ее определенной научной програм­
мой, не отрицая, конечно, значения для нее достижений филосо­
фии науки в целом и эпистомологии в частности. Более того, встав 
на путь использования математических методов, мы получаем 
возможность делать логические заключения о поведении систем. 
И, действительно, изучение логических следствий из того, что 
системы обладают определенными свойствами, должно быть основ­
ным содержанием любой общей теории систем, которая никогда 
не сможет ограничиться лишь дескриптивной классификацией 
систем.

Возможность изучать поведение системы, исследуя протекаю­
щие в ней процессы принятия решений или механизмы, обеспечи­
вающие целенаправленность ее поведения, представляет исклю­
чительную важность. Общая теория систем не сводится к обобще­
нию теории цепей — точка зрения, по нашему мнению, вызвав-

ГЛф I , Введение



1, Общая теория систем И

шая большую путаницу и приведшая к отказу от использования 
теории систем и системного подхода в областях, где целенаправ­
ленность поведения играет основную роль, например в психологии, 
биологии и т. п. На самом деле излагаемая в настоящей книге 
теория с тем же успехом могла претендовать и на название общей 
кибернетики, т. е. рассматриваться как общая теория управления 
и управляемых систем. Ее название «общая теория систем» роди­
лось одновременно с созданием теории и отражает более широкие 
ее интересы. Однако в ретроспективе кажется, что сделанный 
выбор был не самым удачным, поскольку этот термин уже исполь­
зовался в совсем другом контексте.

Применение математической теории общих систем может сыграть 
существенную роль для решения следующего круга важных задач.

(a) Изучение систем в условиях неопределенности
Весьма часто информация об интересующей нас системе и ее 

функционировании оказывается недостаточной для построения 
ее детальной математической модели (даже если нам известны 
основные причинно-следственные связи, реализуемые этой систе­
мой в целом). Тем не менее в такой ситуации иногда удается по­
строить модель на языке общей теории систем, а модели такого 
типа вполне могут служить прочной основой для дальнейшего 
изучения или более подробного анализа поведения изучаемой 
системы. В этом смысле общая теория систем, как она понимается 
в настоящей книге, существенно расширяет область применения 
математических методов и открывает возможности для их исполь­
зования в разнообразных областях знаний и для самых различных 
целей, где ранее математическое моделирование казалось нере­
альным.

(b) Изучение крупномасштабных и сложных систем
Сложность описания системы с большим числом переменных 

может быть связана с тем, каким образом описываются эти пере­
менные и взаимосвязи между ними, или с тем, какое число деталей 
принимается во внимание, даже если не все они обязательно игра­
ют первостепенную роль для цели конкретного исследования. 
В подобных случаях, разрабатывая менее структуризованную 
модель, опирающуюся лишь на ключевые факторы, т. е. модель 
общей теории систем теоретико-множественного или алгебраиче­
ского типа, мы можем существенно повысить эффективность ана­
лиза поведения системы или же просто обеспечить возможность 
такого анализа. Короче говоря, для описания так называемых 
больших, сложных систем следует использовать с математической 
точки зрения более абстрактное и менее структуризованное описа­



ние. На этом уровне можно решать многие структурные вопросы, 
например проблему декомпозиции, координации и многие другие. 
Более того, даже многие классические задачи, как, например, 
проблему устойчивости по Ляпунову, удается решать алгебраи­
ческими методами, используя более абстрактную характеризацию 
системы.

Здесь хотелось бы отметить существенную разницу между клас­
сическими методами приближенного анализа и подходом, осно­
ванным на использовании более абстрактных моделей. В первом 
случае мы продолжаем использовать ту же математическую струк­
туру, что и раньше, а упрощение достигается за счет отбрасыва­
ния той части модели, которая признается менее важной. Например, 
дифференциальное уравнение пятого порядка можно заменить 
уравнением второго порядка, сохраняя лишь две «доминирующие» 
канонические переменные системы. В то же время при втором 
подходе можно перейти к использованию других математических 
структур — структур, которые более абстрактны, но тем не менее 
позволяют рассматривать систему в целом, но на менее детализи­
рованном уровне. В этом случае упрощение достигается не за счет 
решения не рассматривать некоторые переменные, а за счет отказа 
от деталей, которые мы считаем несущественными.

(с) Структурные соображения при разработке моделей
Структурные соображения играют первостепенную роль как 

при анализе, так и при синтезе систем самого разного типа. Дей­
ствительно, наиболее важный этап процесса разработки модели 
как раз и состоит в выборе структуры модели интересующей нас 
системы. И вряд ли можно считать целесообразным начинать 
исследования сразу с подробной математической модели еще до 
того, как проверены основные гипотезы и достигнуто более глу­
бокое понимание механизма работы системы. Гораздо эффектив­
нее, особенно для систем, состоящих из большого числа взаимо­
связанных подсистем, вначале наметить основные подсистемы и 
установить главные взаимосвязи между ними, а затем уже пере­
ходить к детальному моделированию механизмов функциониро­
вания различных подсистем. Обычно инженеры используют прин­
ципиальные схемы для выявления общей структуры системы, а 
также для упрощения работы по дальнейшей структуризации и 
построению аналитических моделей. При этом основная притяга­
тельная сила принципиальных схем заключается в их простоте, 
а их главный недостаток — в отсутствии строгости. Модели общей 
теории систем устраняют этот недостаток, внося в описание мате­
матическую строгость, и в то же время сохраняют их достоинство, 
т. е. простоту принципиальных схем. Роль общей теории систем 
в системном анализе можно пояснить схемой, приведенной на
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пис 1.1. Модели общей теории систем лежат где-то посередине 
между описанием системы с помощью ее принципиальной схемы и 
ее математической (или машинной) моделью. И особенно для слож­
ных систем модели общей теории систем вполне могут оказаться 
совершенно необходимым этапом исследования, так как именно 
в этом случае пропасть между языком принципиальных схем и

Рис. 1.1.

языком детального моделирования часто оказывается слишком 
глубокой. А тот факт, что методы и результаты общей теории сис­
тем позволяют решить некоторые из проблем на весьма общем 
уровне, открывает возможность осуществлять этот промежуточ­
ный этап на практике.

(d) Строгое определение понятий и возможность междисципли­
нарного обмена научной информацией

Общая теория систем предоставляет язык для междисциплинар­
ного обмена научными результатами, поскольку она достаточно 
обща для того, чтобы не вносить своих собственных ограничений, 
и в то же время в силу своей строгости она устраняет возможность 
весьма опасных разночтений. (Например, различные толкования 
термина «адаптация» в психологии, биологии, технике и других 
областях знаний можно было бы сначала формализовать на языке 
общей теории систем, а уже затем сравнивать между собой.) 
Нередко утверждают, что теория систем должна отражать «инва­
риантные» структурные аспекты различных систем, встречающихся 
в реальной жизни, т. е. те аспекты их поведения, которые оста­
ются неизменными в аналогичных явлениях из разных областей 
знания (дисциплин). Но подобное сходство можно по-настоящему 
установить только тогда, когда соответствующие понятия опреде­
лены достаточно аккуратно и строго. В противном случае опас­
ность путаницы становится слишком большой. Поэтому кажется 
вполне оправданным рассматривать математическую теорию общих



систем как основу для формализации любых системных понятий. 
И в этом смысле общая теория систем образует фундамент для 
применения «системного подхода» и теории систем практически 
к любой ситуации. В процессе использования общей теории систем 
для определения понятий необходимо иметь в виду, что решаю­
щим фактом является не то, «правильно» ли это определение при 
каждой из возможных интерпретаций, а то, определено ли это 
понятие настолько строго, что его можно ясно и недвусмысленно 
понять и как таковое исследовать дальше и использовать в дру­
гих дисциплинах. Именно в этом смысле общая теория систем 
может служить языком междисциплинарного обмена. Конечно, 
подобное применение общей теории систем может показаться 
тривиальным с чисто математической точки зрения, но это отнюдь 
не так, если речь идет об управлении усилиями коллектива, в кото­
ром специалисты по различным областям знаний работают совме­
стно над решением некоторой сложной проблемы, как это часто 
бывает в задачах экологического характера, связанных с разви­
тием городов или регионов, и в других крупномасштабных прое­
ктах.

(е) Унификация и построение единого фундамента для более 
узких разделов теории систем

Многие вопросы, касающиеся основных проблем теории систем 
и исследуемые во многих более узких разделах этой теории (напри­
мер, вопрос о существовании представлений в пространстве состо­
яний), можно успешно решить на уровне общей теории систем. 
Читатель будет иметь возможность неоднократно убедиться в этом 
на протяжении всей нашей книги. Проблема построения основа- 
ний теории систем особенно важна в связи с тем, что эта теория 
должна все более широко и правильно использоваться на практике, 
играть все большую роль в педагогике и служить фундаментом 
для последующей организации фактов и наблюдений, полученных 
в широких областях системных исследований.

2. ПРОБЛЕМА ФОРМАЛИЗАЦИИ В РАМКАХ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ОБЩИХ СИСТЕМ

Подход, с помощью которого мы строим общую теорию систем, 
излагаемую в настоящей книге, состоит в следующем )̂.

(i) Основные системные понятия вводятся с помощью форма­
лизации, Это значит, что мы, исходя из словесного описания неко­
торого интуитивного понятия, даем точное математическое опре-

Сравнение этого подхода с некоторыми другими возможными подхо­
дами приведено в приложении П.
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деление этого понятия, используя для этого минимальную мате­
матическую структуру, например минимум аксиом, допускающий 
его правильную интерпретацию.

(ii) Опираясь затем на основные понятия, полученные в резуль­
тате формализации, мы далее развиваем математическую теорию 
общих систем, добавляя новые математические структуры, необ­
ходимые для исследования различных свойств систем. Подоб­
ная процедура позволяет выяснить, насколько действительно 
фундаментальным является какое-то конкретное свойство, а также 
каково минимальное множество предположений, необходимых 
для того, чтобы система обладала этим свойством или чтобы для 
нее выполнялось данное соотношение.

Отправной точкой всего нашего исследования служит понятие 
системы, определенное в теоретико-множественных терминах. 
На этом уровне система весьма просто и совершенно естественно 
определяется как отношение на языке теории множеств. Точнее 
говоря, мы предполагаем, что задано семейство множеств

V  =  {V f .  1 6 / } ,

где J  — множество индексов, и определяем систему, заданную 
на F, как ^которое собственное подмножество декартова произ­
ведения X V:

S G X  {F,: i 6 /}.
Все компоненты F j, i ^ I ,  декартова произведения X F; мы назы­
ваем объектами системы S. При этом нас будут в основном интересо­
вать системы с двумя объектами — входным объектом X  и выход­
ным объектом Y :

S <= X  X Y . (1.1)
Идея построения математической теории общих систем на 

теоретико-множественном уровне полностью согласуется с про­
возглашенным выше принципом начинать с наименее структуризи- 
рованных и наиболее широко применяемых понятий и на их основе 
теорию^™’ *̂̂ *'̂ '̂  образом развивать дальнейшую математическую

Для того чтобы лучше понять причины, по которым мы решили 
ределить систему как теоретико-множественное отношение, 

а^тется уместным сделать следующие замечания.
Система определяется в терминах ее наблюдаемых свойств или, 

оадее говоря, в терминах взаимосвязей между этими свойствами, 
та тем, что они на самом деле собою представляют (т. е. не с по- 

®®ол®™^®ских, социальных или других явле- 
и;. и  это вполне согласуется с самой природой системных иссле-
ании, направленных на выяснение организации и взаимосвязи
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элементов системы, а не на изучение конкретных механизмов в 
рамках данной феноменологической реальности.

Определение системы как отношения вида (1.1) является пре­
дельно общим. Действительно, если, с одной стороны, некоторая 
система задается какими-то более конкретными математическими 
конструкциями, скажем системой уравнений, то очевидно, что 
эти конструкции одновременно определяют или задают и некото­
рое отношение, соответствующее определению (1.1). Конечно, 
различным системам отвечают и различные способы задания, но 
все они суть не более чем отношения такого вида, как (1.1). С дру­
гой стороны, даже в условиях предельно нечеткой информации, 
когда систему удается описать лишь словесно, все эти словесные 
утверждения в силу их лингвистических функций вновь опреде­
ляют отношения типа (1.1). В самом деле, каждое высказывание 
содержит две основные лингвистические категории: денотаты и 
функторы, причем денотаты используются для обозначения объек­
тов, а функторы для обозначения отношения между ними. И для 
каждого правильного множества словесных утверждений сущест­
вует отношение (в математическом смысле этого слова), описы­
вающее формальную взаимосвязь между объектами, обозначаемы­
ми денотатами (это отношение на профессиональном языке и назы­
вается моделью этих утверждений). Короче говоря, система, таким 
образом, всегда является отношением в смысле (1.1), а уже более 
узкие классы систем определяются более точно своими специфи­
ческими средствами, будь они лингвистическими, математически­
ми, программными или какими-то другими.

Система определяется у нас как некоторое множество (особого 
вида), например отношение. Она рассматривается как совокуп­
ность всех проявлений объекта исследования, а не как сам этот 
объект. Это вызвано желанием использовать математику в каче­
стве основного языка нашей теории, в которой «механизм» (функ­
ция или отношение) определяется как множество, т. е. как сово­
купность всех правильных комбинаций его компонент. Такая 
характеризация системы не должна создавать каких-либо труд­
ностей, поскольку теоретико-множественное отношение вместе с 
дополнительными данными содержит всю информацию о реальном 
«механизме», которую можно на законных основаниях исполь­
зовать при построении формальной теории.

Системы часто задаются с помощью некоторых уравнений отно­
сительно соответствующих переменных. Каждой такой переменной 
можно поставить в соответствие некоторый объект системы, опи­
сывающий область значений соответствующей переменной. Утвер­
ждая, что система описывается системой уравнений относительно 
некоторого множества переменных, мы в сущности говорим, что 
система есть такое отношение над соответствующими объектами 
системы, порожденными этими переменными (по одному объекту
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на каждую переменную, область значений которой он представ­
ляет), что любая комбинация элементов этих объектов, принадле­
жащая этому отношению, удовлетворяет исходной системе урав­
нений.

Чтобы, исходя из определения (1.1), построить некоторую 
теорию, необходимо наделить систему как отношение некоторой 
дополнительной структурой. Это можно сделать двумя способами:

(i) ввести дополнительную структуру для элементов объектов 
системы, скажем, рассматривать сам элемент Vi 6 Vi как некоторое 
множество с подходящей структурой;

(ii) ввести структуру непосредственно для самих объектов 
системы Vi, i ^ I.

Первый путь приводит к понятию (абстрактных) временных 
систем, а второй — к понятию алгебраической системы.

(а) Временные системы

Этот подход к изучению систем будет описан на строгой фор­
мальной основе в гл. II и используется на протяжении всей этой 
книги. Поэтому здесь мы остановимся на нем лишь вкратце.

Если элементы одного из объектов системы суть функции, 
например v: то этот объект называют функциональным.
В подобной ситуации особый интерес представляет случай, когда 
области и кообласти всех функций для данного объекта V одинаковы, 
т. е. каждая функция v ^ V  является отображением Г в Л , у: Г

В этом случае Т называется индексирующим множеством 
для 7, а Л — алфавитом объекта V, Заметим, что при этом мы не 
ограничиваем мощности множества А. Если, кроме того, индекси­
рующее множество линейно упорядочено, то его называют мно^ 
жеством моментов времени. Такая терминология была выбрана 
в связи с тем, что подобные индексирующие множества улавливают 
те минимальные свойства, которые необходимы для построения 
понятия времени, особенно в связи с идеей исследовать эволюцию 
во времени и динамику поведения систем.

Функции, определенные на подобных множествах моментов 
времени, принято называть {абстрактными) функциями времени» 
Объект, элементами которого являются временные функции, назы­
вают временным объектом и, наконец, системы, определенные на 
временных объектах,— временными системами.

Особый интерес для исследования представляют системы, у 
которых элементы и входного, и выходного объектов определены 
на одном и том же множестве, Z  ^  и У ^  5^. В этом случае 
под системой мы понимаем отношение

S ^  АТ X ВТ.
2 - 0 2 9 6
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18 Гл, / .  Введение

(Ь) Алгебраические системы

Другой путь наделения объектов У системы математическими 
структурами,— а это необходимо для их конструктивного описа­
ния —■ состоит в определении на V одной или нескольких опера­
ций, относительно которых У становится алгеброй. В самом прос­
том случае определяется бинарная операция R :V  X У~ ^ У 
и предполагается, что в У можно выделить такое подмножество РУ, 
зачастую конечное, что любой элемент у ^ У можно получить в 
результате применения операции R к элементам из ТУ или к эле­
ментам, уже построенным из элементов множества W подобным об­
разом. В этом случае ТУ называют множеством производящих 
элементов или алфавитом объекта, его элементы — символами^ 
а элементы объекта У — словами, И если R есть операция сочле­
нения, то слова — это просто последовательности элементов ал­
фавита ТУ.

Необходимо иметь в виду, что алфавит временного объекта — 
это не совсем то же самое, что алфавит алгебраического объекта. 
Для объектов с конечными алфавитами это обычно одни и те же 
множества. Например, объект, элементами которого являются 
последовательности символов из данного множества, можно рас­
сматривать либо как множество функций времени (определенных, 
впрочем, на различных временных интервалах), либо как^ мно­
жество, порожденное некоторой алгебраической операцией над 
тем же множеством символов. Но как только алфавит становится 
бесконечным, возникают осложнения: множество производящих 
элементов и кообласть функций времени оказываются различными 
множествами, в общем случае даже разной мощности.

В более общей ситуации алгебраический объект порождается 
целым семейством операций. Точнее говоря, объект У задается 
некоторым множеством элементов ТУ, называемых примитивными,
некоторым множеством операций R =  {-Rii* • • » -^п} и правилом, 
согласно которому У содержит, во-первых, все примитивные 
элементы, ТУ си У, а кроме того, и все элементы, которые могут 
быть порождены из примитивных в результате многократного
применения операций из R.

В этой книге мы будем следовать в основном подходу, связан­
ному с изучением временных систем, поскольку этот подход 
обещает более содержательную интуитивную интерпретацию, 
в частности для явлений, связанных с эволюцией во времени и 
переходами состояний. В действительности же можно показать, что 
оба эти подхода в основном эквивалентны. Однако следует под­
черкнуть, что мы будем использовать алгебраические структуры 
как для общих систем S а  X X Y  ̂ так и для общих временных



систем S а  X , хотя и не обязательно для решения задач, 
связанных с эволюцией во времени.

Стоит отметить, что два упомянутых выше метода соответствуют 
двум основным способам конструктивного описания множеств — 
с помощью (трансфинитной) индукции на упорядоченном мно~ 
жестве и с помощью алгебраической индукции. Однако мы не 
собираемся здесь делать какие-либо выводы из этого интересного 
факта или говорить о его значении.

2. Проблема формализации 19
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Глава I I

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

в  этой главе мы собираемся ввести некоторые основные поня­
тия теории систем на теоретико-множественном уровне и устано­
вить определенные взаимосвязи между ними. Прежде всего опре­
делим общую систему как некоторое отношение на абстрактных 
множествах, а затем определим временные и динамические системы 
как общие системы на множествах абстрактных функций времени.

Для того чтобы получить возможность определять системы 
различных типов более конкретно, введем так называемые вспо­
могательные функции. Эти функции соответствуют на абстрактном 
уровне тем отношениям, чаще всего имеющим вид системы урав­
нений, с помощью которых обычно задаются системы. К тому же 
вспомогательные функции позволяют более подробно проанали­
зировать поведение системы и в особенности ее эволюцию во вре­
мени.

Однако для определения различных вспомогательных функции 
нам приходится вводить новые вспомогательные объекты, которые 
называются объектами состояний, а их элементы — состояниями 
системы. Роль понятия состояния в том виде, в каком оно вводится 
в настоящей главе, заключается главным образом в следующем:

(i) обеспечить представление системы и ее сужений, являю­
щихся в общем случае отношениями, с помощью функций;

(ii) обеспечить возможность определять будущий выход систе­
мы, зная лишь будущий ее вход и текущее состояние системы и со­
вершенно не обращая внимания на ее предысторию (состояние 
системы в любой момент времени воплощает в себе всю предысто­
рию системы);

(iii) обеспечить возможность соотносить состояния системы 
в различные моменты времени с тем, чтобы определять, изменяется 
ли состояние системы во времени и если да, то каким образом.

Это последнее требование приводит к понятию пространства 
состояний. Общая динамическая система определяется в таком 
пространстве.

В этой главе приводится несколько основных условии сущест­
вования различных типов вспомогательных функций в общем слу­
чае и по отношению к таким свойствам системы, как полнота ев



входа или линейность. Кроме того, предлагается также класси­
фикация систем, основанная на разных типах инвариантности 
во времени вспомогательных функций. Наконец, поднимается 
несколько вопросов, связанных с причинностью изменений состоя­
ний системы во времени. В этой связи вводятся два следующих 
понятия:

(i) система называется неупреждающей, если существует такое 
семейство объектов состояний, что будущие значения любых 
выходных величин системы определяются исключительно состоя­
нием системы в предшествующий момент времени и входными воз­
действиями на рассматриваемом отрезке времени;

(ii) система называется предопределенной, если по прошествии 
некоторого начального периода времени значения любой выходной 
величины определяются исключительно прошлыми значениями 
пары «вход — выход».

В главе приводятся условия, которым должны удовлетворять 
неупреждающие и предопределенные системы.

1. ТЕОРЕТИКО-МНОЖЕСТВЕННЫЕ ПОНЯТИЯ 
ТЕОРИИ ОБЩИХ СИСТЕМ

(а) Общая система, глобальные состояния и глобальная реакция 
системы

При построении теории общих систем мы будем исходить из 
следующих определений.
Определение 1.1. {Общей) системой называется отношение на не­
пустых (абстрактных) множествах

S CZ X { V t H e n ,  (2.1)
где X — символ декартова произведения, а /  — множество индек­
сов. Множество Vi мы будем называть объектом системы. Если 
множество /  конечно, то (2.1) можно переписать в виде

5 сг FiX УаХ . . . X F„. (2.2)
Определение 1.2. Пусть I^ c i  I  ж lyCZ I  образуют разбиение мно­
жества / ,  т. е. пусть П =  0  и и /р =  I. Множество X  =  
=  X {Fj: i 6 ^х} мы будем называть входным объектом, а мно­
жество У =  X {Vt: 1у) — выходным объектом системы. Тогда
система S  определяется отношением

S c z X  X Y  (2.3)
(такую систему мы будем называть системой «вход — выходь *)).

1) В кибернетической литературе ее называют иногда «черным ящи­
ком». — Прим.. перев.
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На протяжении всей этой книги мы будем пользоваться в основ­
ном представлением (2.3), а не (2.2).
Определение 1,3. Если S является функцией

S : X - ^ Y ,  (2.4)
то соответствующая система будет называться функциональной.

Заметим, что в формулах (2.2) и (2.3) используется один и тот же 
символ S, хотя, строго говоря, элементами отношения в (2.2) явля­
ются га-ки, в то время как в (2.3) — это пары. Мы согласились на 
это ради упрощения системы обозначений. Конкретный характер 
интерпретации S всегда будет ясен из контекста, в котором этот 
символ используется. Аналогичные замечания можно высказать 
и по поводу использования одинакового символа S в (2.3) и в (2.4).

Для удобства обозначений мы примем также следующее согла­
шение: скобки в выражении F: (̂ 4) В  будут означать, что 
функция F является всего лишь частичной, т. е. что она не обяза­
тельно определена для любого элемента множества А. Область 
определения функции F (или просто область) будет обозна­
чаться через S!){F) с. А , & область ее значений (или ее кообласть) — 
через M{F) cz В. Аналогично будут обозначаться и область, и 
кообласть отношения S cz X х  Y:

3{S) = {х: (Зу) {{X,  у) 6 S)} и Щ8)  =- {у: (Зх) {{х, у) 6 5)}.
Для упрощения обозначений в дальнейшем всегда будет пред­

полагаться, что 3){S) =  X,  если только не оговорено противное.
Определение 1.4. Для данной общей системы S пусть С—про­
извольное множество, а функция R: (С X X) -* -Y  такова, что

(х, у) (Зс) [Д(с, х) =  у].
Тогда С называется множеством или объектом глобальных состоя­
ний системы, а его элементы — просто глобальными состюяниями 
системы, функция же R  называется глобальной реакцией (системы 
5).
Теорема 1.1. Каждой системе соответствует некоторая глобальная 
реакция, и эта функция R не является частичной, т. е.

R .C  X Х - ^ У .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F =  =  {/: /; X  -►‘У’}.
Пусть множество G = {fc- с ^ С} ^  F таково, что /с € G =
S  S, где С — индексирующее множество для G. Определим теперь 
R: С X Х - ^  У  с помощью условия R{c, х) =  fe(x). Покажем 
тогда, что S =  {(ж, у): (Зс) (у = R(c, х))}. Пусть 5 ' =  
=  {(х, у): (Зс) (у = R(c, ж))}. Рассмотрим произвольную пару (х, у)£ 
€ S'. Тогда у =  R(c, х) — /с(ж) для некоторого с 6 С. Следова-
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тельно, {х, у) б S, так как f e ^ S .  Значит, 5 '^  S. Обратно, возь­
мем произвольную пару (х, у) ^ S.  Поскольку 3) (S) = X и х 
множество S непусто. Выберем некоторое я положим /  =
=  (/с\{(^, Ш ) } )  и {(^, У)Ь Тогда J e F  я f ^ S .  Поэтому 
f  =  /g/ для некоторого с'^С  и, следовательно, у =  /с'(^)
(х, у) 6 S \  откуда S ^  S \  А это значит, что S =  5 ', ч. т. д.

В только что доказанной теореме ни на С, ни на R не налагалось 
никаких дополнительных условий. Однако если потребовать, 
чтобы R обладала какими-то определенными свойствами, то может 
оказаться, что, хотя подобная глобальная реакция все еще может 
быть определена, ее нельзя определить на всем произведении 
С X Z, т. е. Д оказывается частичной функцией. С подобной ситу­
ацией мы сталкиваемся, например, тогда, когда хотим, чтобы 
функция R была причинной. А так как случай, когда реакция R 
не является частичной функцией, представляет для нас особую 
важность, мы договоримся на будущее

называть R глобальной реакцией системы только тогда, когда 
она не является частичной функцией. В противном случае будем 
называть ее частичной глобальной реакцией,

(Ь) Абстрактные линейные системы
Хотя многие понятия теории систем и можно определить, опи­

раясь исключительно на понятие общей системы, получение содер­
жательных математических результатов становится возможным 
только после введения дополнительных структур. Чтобы избежать 
чрезмерного количества определений, мы будем, как правило, 
вводить конкретные понятия на том же уровне общности, на кото­
ром для них можно получить нетривиальные математические 
результаты. Например, понятие динамической системы будет вве­
дено лишь в контексте временных систем. Тем не менее понятие 
линейности оказывается полезным уже на любом уровне общности. 
Поэтому мы определим это понятие сейчас и будем пользоваться 
им как стандартным на протяжении всей нашей книги.
Определение 1.5. Пусть ^  — некоторое поле, X и У — линейные 
алгебры над Л , S — отношение, S а  X  X Y, причем S непусто. 
Пусть, кроме того,

(i) s e s & s ' e s = ^ s  +  s'e s ,
( ii)  s ^ S & a ^ J l = ^ a s ^ S ,

где +  обозначает (внутреннюю) операцию сложения в X X Y,
1) В соответствии с современной терминологией алгеброй называют мно­

жество вместе с некоторыми конечноместными операциями, а линейной алгеб­
рой  ̂ в частности, множество с одной внутренней и одной внешней операция­
ми, удовлетворяющими аксиомам векторного пространства. — Прим. перев„
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а через ах обозначен результат (внешней) операции умножения 
на скаляр‘). Тогда S называется {абстрактной) полной линейной 
системой.

Во многих приложениях приходится сталкиваться с линей­
ными системами, не являющимися полными. К их числу относится 
система, описываемая линейными дифференциальными уравне­
ниями, множество допустимых начальных условий которых 
не образует линейного пространства. Для простоты в этой книге 
рассматриваются в основном полные системы, и потому каждая 
линейная система будет предполагаться полной, если только 
явно не оговорено противное. Это едва ли приведет к какой-либо 
потере общности, поскольку любую неполную линейную систему 
можно пополнить совершенно очевидным и естественным обра­
зом.

Следующая теорема играет в теории линейных систем фун­
даментальную роль.
Теорема 1.2. Пусть X в. — линейные алгебры над одним и тем 
же полем Система S с:Х  х  является линейной в том и толь­
ко в том случае, когда найдется такая глобальная реакция R: С X 
X X F , что

(i) С есть линейная алгебра над Л\
(ii) существует пара таких линейных отображений

С и R^. X - ^ Y ,
что для всех (с, х) ^ C x Z

Л (с, ж) =  (с) +  i?jj (ж).
Д;̂ о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство достаточности оче­

видно. Докажем поэтому только необходимость. Прежде всего 
установим существование такого линейного отображения i?2* -X'

У, что {(д:, i ?2 (^))‘ ^ ^ X}  с: 5. Пусть Xg — некоторое под­
пространство в X, а Z/fii X s - ^ Y  ^  такое линейное отображение, 
что {(ж, Ls (х)): X G Xs} CZ S, Такие Xg и Lg существуют всегда. 
В самом деле, пусть (х̂  у) ^ S ^  0 ;  тогда необходимыми свой­
ствами обладают, например, Xg = {ах: а  6 и X g - ^ Y ,  
причем Lg (ах) = ay. Если Xg =  Z, то Lg и есть искомое линей­
ное отображение. Если же Xg Ф  Z, то Lg, согласно лемме Цорна, 
можно продолжить так, что Xg=X.  Действительно, обозначим через 
L =^{Z/p} класс всевозможных линейных отображений, опреде­
ленных на линейных подпространствах пространства X  и таких, 
что если подпространство Х^ является областью определения

Операция +  и умножение на скаляр определяются на X X У есте­
ственным образом: (х, у) +  {х, у) =  {х X, у -{-у) и а  {х, у) =  (ах, ау), где 
(ху у)у (хуу) е X  X Y  И а  е А*
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отображения Lp, то {(ж, Lp(a:)): ж 6 Хр} с  S. Заметим, что мно­
жество Z не пусто. Определим на L  отношение частичного порядка 

следующим образом. Если L' и L" принадлежат L, то L' ^  L ” 
тогда и только тогда, когда L ' s  L". Такое определение коррект­
но, поскольку любое отображение можно рассматривать как отно­
шение между его областью и кообластью, а каждое отношен^ 
отождествляется с некоторым множеством. Пусть теперь Р с. L  
есть любое линейно упорядоченное подмножество в L, и пусть 
L q =  и где через (J ^  мы обозначили объединение элшентов, 
принадлежащих Р. Покажем тогда, что L© принадлежит L. Пред­
положим, что {х, у) и (ж, у') являются элементами из L q- Тогда 
в силу того, что L q =  и найдутся два отображения Ьш L' жз Р,  
такие, что (х, у) 6 Ь, а {х, у') ^ L '. Но поскольку Р линейно упо­
рядочено и, значит, скажем L ^  L ', пара {х, у) должна принад­
лежать и L'. А так как L' — отображение, то у — у ' , т. ъ. — 
тоже отображение. Аналогичные рассуждения можно повторить 
и для случая, когда (ж', у') {х \ у") 6 W  Тогда существует
такое L" <=. Р, что (ж', у') ^ L" и (ж", у") 6 L". Поскольку отоб­
ражение L" линейно, (ж' +  ж", у' Ч- у") ^ L ” cz L^. Если теперь 
(ж', у') 6 ■f'o и а  6 то найдется такое L' 6 Р', что (ж', у') 6 Ь \  
т. е. {ax', ау') ^ и  Поэтому отображение L# линейно.
Наконец, если (ж', у') £ L#, то (ж', у') 6 L ' , где L' принадлежит 
Р; следовательно, (ж', у') 6 S, или с: S.  Поэтому Lq 6 L. Зна­
чит, Lq является мажорантой множества Р в L. Тогда, согласно 
лемме Цорна, в X существует по крайней мере один максимальный 
элемент, который мы обозначим через R^. Докажем теперь, что 
3)(В.^ =  X. Если это не так, то является собственным
подпространством в X и в X найдется .такой элемент ж, который 
не принадлежит Тогда X' =  {аж -(-ж; а. ^ Л &  х ^ Si {R^)
есть линейное подпространство, содержащее как собствен­
ное подпространство. Заметим, что каждый элемент ж' 6 X' мож­
но однозначно представить в виде суммы аж +  ж, где ж ^ Si{R^. 
Действительно, если х' =  аж +  ж =  рж +  |/, где ж, у € 2^(Ла)» 
то (а — р) ж =  Z/ — ж. Если а  ^  р, то ж =  (а — Р)"‘ {у — х) ^ 
6 S)(i?2) и мь* получили противоречие. Используя этот факт, 
мы можем определить линейное отображение L': X ' - ^ Y  так, 
что L'(ax +  х) = ay +  R^ (ж), где (ж, у) 6 5, а ж 6 ^iRi)-  Но ото­
бражение L'  линейно и {(ж',Х'(ж')): ж' 6 X' )  a S ,  а R^ — соб­
ственное подмножество в L',  что противоречит максимальности 
i ?2 в ZT. Поэтому i?2 и есть искомое отображение с областью опре­
деления 2) {R^) =  X.  Чтобы завершить построение R,  положим 
С =  {(О, у): (О, у) ^ S}.  Очевидно, что С является линейным 
пространством над <d, если сложение и умножение на скаляр
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определить в нем следующим образом: (О, у) +  (О, у') =  (О, у +
+  г/') и а  (О, у) =  (О, ау), где Пусть R^. С - ^ Y  таково,
что i?x ((О, у)) =  у. Тогда отображение линейно. Обозначим 
через R  (с, х) сумму i?j (с) +  {х). Покажем теперь, что

S  =  {(X, у): (Зс) { c e C & y  = R {с, х))} ^  S \

Предположим, что {х, у) 6 S.  Тогда (х, R^ (х)) 6 5, а так как 
система S линейна, то {х, у) — {х, R^ {х)) =  (О, г/ — R^ (ж)) 6 
€ S. Поэтому (Зс) (с 6 С&у =  R^ (с) +  R^ {х)), т. е. 5  s  S'.  
Обратно, предположим, что (х, R^ (с) +  R^ (х)) £ S' .  Но так как 
(О, Ri (с)) 6 5 и (ж, i?2 (^)) 6 >5» а 5 линейна, то

{х, R^ (х)) 4- (О, Ri (с)) =  {х, Ri {с) +  ( X ) )  6 S.

Следовательно, S'  s  S,  ч, т. д.

Фундаментальный характер только что доказанной теоремы 
подтверждается хотя бы тем фактом, что на ней базируется каж­
дый доказанный в этой книге результат относительно линейных 
систем. Теперь мы можем ввести новое определение.
Определение 1.6. Пусть S cz  X X Y  — линейная система, а Л — 
отображение, R: С X X —*~Y. Отображение R  называется линей­
ной глобальной реакцией системы тогда и только тогда, когда

(i) R  согласуется с S, т. е.
(̂ * у) ^ S  'i-i' (Зс) [у = R (с, а:)];

(ii) С является линейной алгеброй над полем ^  скаляров 
линейных алгебр Z  и У;

(iii) существуют два таких линейных отображения Ri". С 
У и X - ^ Y ,  что для любых (с, х) ^ С X X

R (с, х) =  (с) +  (х).
в  этом случае С называют линейным объектом глобальных 

состояний, отображение R^: С- ^ Y —глобальной реакцией на состо­
яние, а X ~ ^ Y  — глобальной реакцией на вход.

Обратите внимание на разницу между глобальной реакцией 
системы и линейной глобальной реакцией. Первое понятие тре­
бует лишь выполнения условия (i), а для второго необходимо, 
чтобы, кроме того, выполнялись условия (ii) и (iii). Поэтому пове­
дение линейной системы может описываться и реакцией, которая 
не является линейной.

Из теоремы 1.2 мы сразу же получаем следующее
Предложение 1.1. Система является линейной тогда и только 
тогда, когда для нее существует линейная глобальная реакция.
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В ПОНЯТИИ линейной системы в том виде, как оно было дано 
в определении 1.5, используется больше, чем «минимум» матема­
тической структуры. Наиболее абстрактное формальное опреде­
ление линейной системы на самом деле выглядит следующим 
образом:
Определение 1.7. Пусть X  есть некоторая (абстрактная) алгебра 
с бинарной операцией •• Z  X X X и семейством эндоморфиз­
мов а  =  {а: X X } .  Аналогично, пусть в Y  заданы бинарная 
операция У х  У и семейство эндоморфизмов р =  {р*. У ->У}. 
Функциональная система S: X  является общей линейной
системой тогда и только тогд^, к^гда найдется такое взаимно 
однозначное отображение г!?: а  р, что

(i) {y / x , x^){S{x^x^)^S{x)*S{x^) ] ,
(ii) (Vx) (Va) [S (a (X)) =  a]) (a) {S (x))].
Возможны и другие определения линейной системы, опираю­

щиеся на структуры, промежуточные по отношению к использо­
вавшимся в определениях 1.5 и 1.7. Например, можно предпо­
ложить, что X и У — модули, а не линейные пространства. Мы 
не рассматриваем такие «промежуточные» понятия в нашей книге, 
поскольку для получения некоторых существенных результатов 
нам потребуется именно структура линейного пространства. Мож­
но даже утверждать, что понятие линейности, базирующееся 
на понятии модуля, не вполне удовлетворительно, поскольку 
оно не является ни самым общим (ср. с определением 1.7), ни доста­
точно богатым для того, чтобы позволить доказывать такие фун­
даментальные математические результаты, как теорема 1.2.

2. ОБЩИЕ ВРЕМЕННЫЕ И ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

(а) Общие временные системы
Чтобы ввести понятие общей временной системы, нужно фор­

мализовать понятие времени. В соответствии с нашей общей стра­
тегией, изложенной в гл. I, мы должны определить понятие вре­
мени, используя «минимальную» математическую структуру, отра­
жающую при этом наиболее существенные черты наших интуи­
тивных представлений о времени. Эта задача кажется очень про­
стой, однако то, как мы решим ее, самым решающим образом 
сказывается на всем последующем. Выбор структуры для такого 
фундаментального понятия, как множество ^моментов времени, 
оказывает существенное влияние на дальнейшее развитие теории, 
а также на богатство и изящность получаемых математических 
результатов. Здесь мы определим это понятие следующим 
образом.
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Определение 2.1. Множеством моментов времени (общей времен­
ной системы) называется линейно упорядоченное (абстрактное) 
множество. Это множество будет обозначаться символом Т, а опре­
деленное в нем отношение порядка — через

•Легко видеть, что минимальным свойством, присущим мно­
жеству моментов времени, мы считаем здесь то, что его элементы 
следуют один за другим в вполне определенном порядке. Это 
отражает наше стремление использовать понятие времени для 
изучения эволюции поведения системы. Отметим, что на мощность 
множества моментов времени мы не налагаем никаких ограниче­
ний. Однако может оказаться необходимым задавать на множе­
стве моментов времени какие-то дополнительные структуры^ 
например структуру абелевой группы. Такие дополнительные 
предположения мы будем вводить по мере их необходимости.

Для удобства обозначений мы будем считать, что в множестве 
Т имеется минимальный элемент 0. Другими словами, мы пред­
полагаем, что существует некоторое надмножество Т, линейно 
упорядоченное отношением ^  и содержащее фиксированный эле­
мент О, такой, что множество Т можно определить как Т == Н:
> о п  ^

Введем теперь еще одно определение.
Определение 2.2. Пусть А и В — какие-то произвольные множе­
ства, Т — некоторое множество моментов времени, А ’̂  и В'^ — 
множества всевозможных отображений из Т в А я В соответствен­
но и X с  Л У с :5^. Общей временной сист£мой S над X  и Y  
называется отношение на X и У, т. е. 5 d  X х У. Множества 
А и S  называются алфавитами входных воздействий {входов) и выход­
ных величин (выходов) системы соответственно. Множества X и Y  
называют еще временными объектами системы; их элементами 
х: Т ^  А и у: Т В служат абстрактные функции времени. 
Значения функций из X и У в момент времени t будут соответ­
ственно обозначаться через х (t) и у (t).

Для того чтобы изучать динамику поведения временных систем^ 
необходимо ввести в рассмотрение подходящие для этой цели 
отрезки {интервалы) времени. В этой связи мы договоримся поль­
зоваться следующими обозначениями.

Для любых t, t' >  t
Tt =  {«': r> < } . =  {<': t' < t } ,  T t f  =  {i*: t <  t*

f n - =  =
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i  (т) =

Сужения функции а; ^ на различные отрезки времени будут 
определяться следующим образом: ^

xt = х \ Tf, =  ж I Г‘, xjj. =  X I Tft*, Xu- =  X I f t f ,
P  =  a: I f \  Xf  =  {xt: Xt = x \ Tf&jc 6 X},
X^ =  {x :̂ x ^ = x \ \ r  & x ^ X ) ,  х „ . ^ х \ Т и > & х ^ Х ) ,

X{t) = {x(ty. x e X ) .
Мы также договоримся, что

Xu -= 0 ,  Xft  — {0}.
С помощью операции сужения мы введем новую операцию — 

опер ацию  сочленения. Пусть х ^ и х* ^ Тогда для любого 
t можно определить новый элемент х из положив

X  (т), если т < ^ ,
ж*(т), если

и условившись обозначать х через х = х* *х*. Последнюю опера­
цию и называют операцией сочленения элементов х  ̂ и х%

Для заданного множества X  d  семейство всевозможных
определенных выше сужений элементов из X  мы будем обозна­
чать через X. Другими словами,

X = (х: {х — X У X = Xt У X = х  ̂ \J X = Хи У х
= xtt- V i  X&t ,  f  e T & r ^ t ) .

Сужения функций из У и соответствующие операции в Y  опре­
деляются точно так же, как и в Z.

Для удобства последующих выкладок мы дадим следующее
Определение 2.3. Временная система S а  X X Y  называется 
системой с полним входом тогда и только тогда, когда

Cix) (ix*) т  (X, X* ^ 3 )  (S) & \ t e T ^ a ^ - x r e a )  {S))

(VO {{x (t)i x e X }  = A).
в  последующем мы всегда будем предполагать, что все рас­

сматриваемые общие временные системы относятся к категории 
систем с полным входом, если только явно не оговорено про­
тивное.

Сужения временной системы S определяются через сужения 
ее входных воздействий и выходных величин:

St =  УгУ- = X \ '^t&yt = У \ Tt&{x, у) е S},
S* =  {(х‘, у*): X* =  X I Г'&г/* =  у I Т*&{х, у) 6 S},

S t f  =  Уи’У- Xtv =  а: I T t f & y t f  =  у \  Тц>&{х ,у )  6 5 } ,
S = {s: S = S \/ s = s* \ / s  = St \ / s  =  Sjt»}.
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Мы будем пользоваться еще и следующими условными обоз­
начениями:

Х,  =  Х \ Т , ,  Х* =  Х \  Т\  X,,. =  Z 1 т,,..
Аналогичные обозначения вводятся для У и 5. Например,

5* =  5 1 Г*, 5 ' =  5 I Г*, Sn- =  S  I Т п’.

Определение 2.4. Пусть S  — временная система, S' с ; Л’’ X 5^. 
Объектом нонйлъных^сосшояний системы S и начальной реакцией 
системы называются соответственно объект глобальных состоя­
ний и глобальная реакция этой системы. Начальная реакция 
системы обозначается через ро. Другими словами, роГ Со X 

-*■ Y  удовлетворяет условию
(ж, у) 6 *5 <J=i> (Зс) [ро (с, х) =  у].

Теперь мы готовы ввести еще одно

Определение 2.5. Пусть S  — временная система vl t ^ Т. Объ­
ектом состояний в момент времени t, который мы будем обозна­
чать через Cf, называется объект начальных состояний для суже­
ния St. Другими словами, это абстрактное множество, для кото­
рого найдется такая^функция pj: Ct X  X f - ^  Y , что

У() 6 <5, <=> (Зс) [р, (с, xt) =
Функцию pt называют реакцией (системы) в момент времени t. 

Семейство всех реакций данной системы, т. е.

Р =  {Р«‘ ('t X X t - * - Y f & t ^  Т),
назовем семейством реакций системы S, а множество С =  
= {Сt'. t ^ Т} — семейством объектов состояний.
Определение 2.6. Пусть S  — временная система, S cz X  х  Yy 
и Pt — некоторая функция, такая, что pj: С, х  X t - ^  Yf.  
Мы будем говорить, что pt согласуется с S  тогда и только тогда, 
когда она совпадает с реакцией системы S  в момент времени t, 
т. е. когда
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Пусть
(̂ t« Hi) € St <=  ̂ (Зс) [р{ (с, Xt) — г/{].

St =  {{xt, yt): (Зс) {yt = Pt (.с, х<))}.
Тогда условие согласованности можно переписать в виде

5? =  St.
Пусть р =  {pj: Cf X Xt->- — семейство произвольных функ­
ций. Мы будем говорить, что р согласуется с временной системой



S тогда и только тогда, когда р совпадает с семейством реакций 
системы S, т, е. когда для любого t ^ Т

5? =  =  5SI Tt.
Что же касается существования семейства реакций, то спра­

ведливо одно очевидное следствие теоремы 1.1:
Предложение 2.1. Для каждой временной системы существует 
семейство реакций.

Семейство произвольных отображений, естественно, не обя­
зательно должно быть семейством реакций какой-нибудь времен­
ной системы, как это следует из следующей теоремы:
Теорема 2.1. Пусть р =  {р,: CtX е Т} — семейство
произвольных отображений. Для срдест^вания временной систе­
мы 5 с. X х У, согласующейся с р (т. е. р должно быть семейством 
реакций системы S), необходимо и достаточно, чтобы для всех 
t ^ Т выполнялись следующие условия:
(Р1) (Vco) (Vx') (Vx,) (Эс,) [р, (Ct, Xt) =  Ро (Со, x*-xt) I Tt],
(P2) (Vc,) {\fxt) (3co) (3a:') [pt (e„ Xt) =  p„ (co, x*-Xt) | Г,].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего докажем достаточ­
ность. Для этого необходимо установить, что равенство St =  
=  I выполняется при всех t ^ Т. Возьмем произвольную
пару {xt, yt) 6 >5?. Тогда =  Pt (ct, Xt) для некоторого Ct 6 Ct
и, согласно условию (Р2),

Vt =  Pt Xt) =  Ро (<̂0. ^ 'Xt)  I Tt
для некоторого (cj, x*) 6 Co X Поэтому

{xt, yt) =  {x*'xt, po (co. ^-Xt)) 1 Tt,
или {xt, yt) 6<5o I Tf. Отсюда следует, что 5? s  5? | Обратно, 
возьмем произвольную пару (х, у) ^ 5о- Тогда для некоторого с®

г/ =  Ро (Со, =  Ро (Со, ‘̂ t)- 
Из условия (Р1) тогда вытекает, что для некоторого C f ^ C t  

У \ Т t =  Ро (со, X* 'Xf) \ Tt  =  Pt(C(, Xf), 
или (х, у) I г ,  6 5?. Значит, 5? 1 Е  5?. А последнее включе­
ние вместе с предыдущим дает 5? =  5о | ?’«•

Перейдем теперь к доказательству необходимости. Выберем
произвольные х и Cq. Тогда (х, ро (Со, х)) 6 <5?. Так как | s  
Е  iSf, то

(х, ро (со, *)) I Tt =  (xt, Ро (cot x*-xt) I Г,) 6 *5?,
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ИЛИ ДЛЯ некоторого Ct
Ро (Со, ж ' -X j) I =  P t  ( с „  X f ) .

Но отсюда]
( V 0  (V c o )  ( V x ‘ ) {\/xt) ( 3 c j )  (p j  (ct, Xt) = Po (c o , X* X̂t) \ Tf).

Выберем произвольные с, и ж,. Тогда (ж,, р, (cj, Xf)) 6 5 /. Так 
как I Tj, то для некоторых Со и ж*

Р« (сь Xt) =  Ро (Со, ж' -Xt) I Tt,
а потому

(Щ i^ct) (\fxt) (Зсо) (Эл:̂ ) {pt{Cu ^t) =  Ро (̂ о* I ч. т. д.

(Ь) Общие динамические системы
Понятие динамической системы возникает тогда, когда появ­

ляется необходимость исследовать, как система развивается во вре­
мени. Поэтому нужно установить взаимосвязь между значениями 
объектов системы, относящимися к различным моментам времени. 
Для этой цели одного понятия реакции системы уже недостаточно 
и приходится вводить другое семейство функций.
Определение 2.7. Временная система S cz X X Y  называется 
динамической (или она допускает динамическое представление) 
тогда и только тогда, когда найдутся два таких сер»£ейства отоб­
ражений

р =  {р,: Сг X X , - ^ Y , & t e T }
и

ф =  { ftt- Ct X f  e T&\r >  t},
что

(i) семейство p согласуется с т. e. является семейством 
реакций этой системы;

(ii) все функции из семейства ф удовлетворяют сле­
дующим условиям:

(«) Pt (ct, Xt) I Ttc =  P<. (ф(/. {ct, Xtf), Xf), где Xt =  x ,fx t ';
(P) Фн' (̂ «> Xit‘) =  (9<r(ct, Xtr), Xf’t'), где =

функции называются функциями перехода состояний (на 
а семейство ф — семейством функций перехода состояний.

Функции фе//, вообще говоря, определены лишь для t < i t \  
Однако в дальнейшем мы договоримся считать, что

(7) 4>tt(ct, xtt)=ct  для всех t ^ T .
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Поскольку динамическая система полностью описывается двумя 
семействами отображений р и ф, мы будем называть динамическим 
представлением системы и даже просто динамической системой 
саму эту пару (р, ф). Если для семейства реакций существует 
согласующееся с ним семейство перехода состояний, то мы будем 
называть первое семейство семейством реакций динамической си­
стемы, Ниже мы покажем, что не каждое семейство реакций 
может служить семейством реакций динамической системы.

Условие (а) определения 2.7 соответствует свойству согласо­
ванности семейства функций перехода состояний (с заданным се­
мейством реакций), а условие (Р) — свойству композиции переходов 
состояний (называемому еще и полугрупповым свойством). Усло­
вия (а) и (Р) довольно сильно связаны между собой. На самом 
деле при достаточно слабых предположениях условие (Р) выте­
кает из условия (а), и поэтому для того, чтобы ф можно было 
считать семейством функций перехода состояний, достаточно 
только согласованности ф с семейством р. Для того чтобы сформу­
лировать эти предположения, нам понадобится следующее

Определение 2.8. Пусть р есть семейство реакций, согласующееся 
с некоторой временной системой S. Семейство р называется при­
веденным семейством реакций тогда и только тогда, когда для 
любого t ^ Т

(V C f)  ( \ f c t )  [ ( V x j ) " ( P t  (C t, S t )  =  p< (C f,  X f ) )  = ^ C t  =  C j] .

Приведенность семейства p, a значит, и связанного с ним семей­
ства объектов состояний С = Г}, не представляется
существенным ограничением. Оно лишь означает, что если два 
состояния в любой момент времени t ^ Т обусловливают идентич­
ное поведение системы в будущем, то их следует отождествлять.

Докажем теперь следующую теорему:

Теорема 2.2. Пусть р =  {р̂ : X  является семей­
ством реакций, а ф =  X Ct»} — семейством функ­
ций, согласующимся с р, т. е. удовлетворяющим условию (а) 
определения 2.7:

P f  (C i, X t)  I г , -  =  P t -  (ф < ( . (C t, X t r ) ,  X r ) .

Тогда если семейство p приведено, то семейство ф обладает 
свойством композиции переходов состояний, т. е. удовлетворяет 
условию (Р) определения 2.7,
3— 0296
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из согласованности ф, т. е. из уело- 
ВИЯ (а), следует, что для t ^ t '

Pt (ct, xt) I T r  =  P r (9 tr (Ci, xtt»), xt),
Pt (CU Xt) 1 Tv = pt> (ф«/ (C„ Xtt’). Xf),

Pt' (ф<г (̂ f> Xft’), Xf) \ Tf» =  P(* (ф«'г (ф((' (cj, Xit'), Xft"), ^j")-
Ho так как
Pi' (ф»' (̂ t> Xff) I Ti« = (pt (cf, Xt) I Tf )  I Tt- = pt (ct, Xt) I T j",
TO д л я  л ю б о г о  Xj» 6  Z j *

Pt! (<P(t« (Ct, Xj») =  p<. (ф,'г (ф«< (с,, Xtt-), Xft"), Xfo).
A поскольку семейство {pt} приведенное,

( c j ,  Xtt«) — Ф г г  (ф«<' (C t, Xft'), xt't"), Ч. T . Д .

Необходимо отметить, что в определении временной системы 
и входной, и выходной объекты определялись на одном и том
же множестве моментов времени. Очевидно, что это не самый
общий случай (скажем, выходная величина может быть, вообще 
говоря, точечной, а не функцией времени). Мы остановились 
на данном подходе потому, что он позволяет получать все резуль­
таты, представляющие интерес для обычной теории систем (на­
пример, для теории реализации, о которой пойдет речь в гл. III). 
Свойства и поведение систем, входные и выходные объекты кото­
рых определены на различных множествах моментов времени, 
можно вывести из наиболее полного случая, который рассматри­
вается в этой книге.

(с) Общие динамические системы в пространстве состояний
Понятие объекта состояний системы в том виде, в каком оно 

было введено нами, обладает одним существенным недостатком. 
В нем отсутствует требование, чтобы состояния, относящиеся 
к двум различным моментам времени, были связаны между собой. 
Другими словами, вообще говоря, возможно, что для любых момен­
тов времени t Ф t' выполняется равенство Cf [\Ct^ = 0 ,  Для 
того чтобы более полно использовать потенциальные возможности 
понятия состояния, состояния, относящиеся к различным момен­
там времени, должны быть как-то соотнесены друг другу. На­
пример, мы должны иметь возможность выяснить, когда система 
вернулась в «прежнее» состояние или когда ее состояние вообще 
не менялось, т. е. оставалось таким же, как и раньше. Короче 
говоря, необходимо научиться устанавливать, какие состояния 
в различные моменты времени можно считать эквивалентными. 
А это значит, что нам нужно иметь такое множество С, что для
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каждого t ^ Т выполняется равенство Cf = С. Такое множество 
служило бы пространством состояний данной системы. В этом 
случае состоянием системы в любой момент времени будет эле­
мент этого пространства, и динамику (т. е. изменение поведения 
во времени) системы при любом заданном входном воздействии 
можно будет представлять в виде отображения пространства 
состояний в себя.

Все эти соображения подводят нас к следующему определению:
Определение 2.9. Пусть S — временная система, 5 с= X X У, 
а С — произвольное множество. Множество С является простран­
ством состояний системы S тогда и только тогда, когда найдутся 
два таких семейства функций р =  {р̂ : и ф =
=  С X С}, что

(i) для всех t ^ Т, S f d S ^  и S^={(x,y):  (Зс) (у=ро (с, д:))}=5;
(ii) для всех t, f  и f  ^ Т

(а) pt (с, Xt) I Ti  ̂ =  pt̂  {(ptv {с, xtv), Xt )̂,
(P) (ptv {c, Xti') =  {(ptr {c, Xtr)j Xru),
(y) Фп (c, xtt) =  c,

где Xf = Xit^^Xt' и Xtt' = Xtt"'Xt->Xt'. В этом случае S называется 
динамической системой в пространстве состояний С.

Заметим, что в общем случае St является собственным под­
множеством 5?. Это объясняется тем, что р определяется на всем 
пространстве состояний С, а реальная система не обязательно 
должна иметь возможность в любой момент времени находиться 
во всех состояниях, т. е. в какой-то момент времени t множество 
допустимых состояний системы может оказаться ограниченным. 

Это приводит нас к следующему определению:
Определение 2.10. Динамическая система в пространстве состоя­
ний С называется полной тогда и только тогда, когда для всех 
t ^ Т выполняется равенство St =  St*

В этой книге мы часто будем [рассматривать полные динами­
ческие системы (скажем, линейные и инвариантные во времени). 
Однако в общем случае система не должна быть полной. Напри­
мер, даже конечный автомат в общем случае не является полной 
динамической системой. Простым примером подобной ситуации 
может служить автомат Мили, задаваемый

входным алфавитом {1}, 
выходным алфавитом {1, ?2}, 
пространством состояний {1, *2}.
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Переходы состояний этого автомата и его выходная функция 
представлены на диаграмме перехода 'состояний (рис. 2.1).

1/1
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Рис. 2.1.

На протяжении всей нашей книги мы будем, используя для 
описания системы пространство состояний, называть согласован­
ностью реакций системы условие (i) из определения 2.9, а не усло­
вие (i) из определения 2.7. То, что линейная инвариантная во вре­
мени система является полной динамической системой, весьма 
важно для этого класса систем и предопределяет многие его прак­
тически важные свойства (см. гл. VIII).

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ
И НЕКОТОРЫЕ ВАЖНЫЕ КЛАССЫ СИСТЕМ

(а) Вспомогательные функции
Определение системы как отношения, S а  X X  или вре­

менной системы }как отношения между временными объектами, 
S а  X 5^, служит отправной точкой для всего поел еду юш;его 
развития общей теории систем. Однако для того, чтобы получить 
возможность изучать поведение и свойства данной системы или 
исследовать более конкретные характеристики различных систем, 
необходимо вводить дополнительные понятия.

В общем случае система действительно является именно отно­
шением, и определить выход системы по одному входному воз­
действию нельзя. Чтобы получить такую возможность, прихо­
дится вводить понятие объекта начальных состояний, что поз­
воляет определять выход каждый раз, когда задается пара «вход— 
начальное состояние». Другими Ъловами, мы представляем систе­
му с помощью функции ро, получившей название начальной реак­
ции системы. Однако для эффективного описания выхода систе­
мы этого еще недостаточно. Например, если S — временная систе­
ма, а ро — некоторая заданная начальная реакция, то для любого 
заданного х ^ X  выходная величина системы определяется урав­
нением у =  Ро ( 0̂? где х: Т А и у: Т ^  В. Функция ро чаще 
всего представляет собой функцию большой мощности, и в тех 
случаях, скажем, когда множество Т бесконечно, она определяет 
выход системы лишь формально. Для эффективного способа опи­
сания выхода системы необходимо найти более простые функции.



ПО ВОЗМОЖНОСТИ меньшей мощности, с помощью которых тем 
не менее можно охарактеризовать поведение системы, например 
определяя ро рекуррентным образом. Для некоторых классов 
временных систем эти функции построить довольно просто, если 
рассмотреть сужения системы на различные подмножества мно­
жества Г. Существует целая «когорта» таких функций, которые 
мы будем называть вспомогательными. Рассмотрим теперь несколь­
ко таких функций, которые по традиции используются при опре­
делении различных типов систем. С двумя такими вспомогатель­
ными функциями мы уже сталкивались — это реакция р̂ : Сх X 
X функция перехода состояний Ct  X Хц»  Ct  .
В этом параграфе мы введем несколько новых вспомогательных 
функций, с помощью которых впоследствии сможем охаракте­
ризовать свойства систем разных типов и более эффективно опи­
сать реакцию системы.

(i) П р о и зво д я щ а я  ф у н к ц и я  вы хода
Один из методов более эффективного описания реакции систе­

мы состоит в построении «процедуры», позволяющей с помощью 
некоторой функции определять значения выходной величины 
системы для любого момента времени, т. е. для любых заданных 

и Cq определять у (i). Если такая функция задана, то выходную 
величину у: Т В для любой заданной пары (х, Cq) м о ж н о  счи­
тать известной в т о м  смысле, что она позволяет узнавать ее зна­
чение в любой момент времени t ^ Т. Это подводит нас к следую­
щему определению:
Определение 3.1, Для заданного семейства реакций р некоторой 
временной системы определим отношение

l̂ tt* Cf X Xfff  X Y  { t ),
удовлетворяющее условию

(ct, ^ tt’, у (t')) e V-W <=> (3a:t) (3i/() lyt (f )  =  у (t')& yt =
=  Pt {ct, ^t) & ^tt =  I Tt f l

Если Hit — функция
M'it* Y  ( f ) ,

TO ее называют производящей функцией выхода на Т t f ,  а множество 
jx =  t, t' ^ Т & t' ' ^ t )  — производящим семейством выхо­
да (рис. 3.1).

Заметим, что сужение входного воздействия, принадлежащего 
области определения функции должно быть определено
на =  Ти- и а не на
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Очевидно, отношение существует и вполне определено 
для любой общей временной системы. Однако для существования 
производящей функции выхода, т. е. для того чтобы было

функцией, требуется выполнение некоторых определенных усло­
вий.

(ii) В ы х о д н а я  ф у п к ц и я
Эволюцию динамической системы во времени обычно описывают 

с помощью переходов в пространстве состояний, и было бы инте­
ресно связать изменение состояний с изменением выхода системы.

Рис. 3.2.

Точнее говоря, состояние системы в любой момент времени t ^ Т 
следует как-то связать с значением выхода в этот же момент вре­
мени. В результате мы приходим к следующему определению:
Определение 3.2. Пусть S — некоторая временная система с семей­
ством реакций р и отношением

Xt czCt X X (t) X Y  (t),
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таким, что
(cj, X {t), у {t)) ^ %t (3i/() tl/t =  Pf (c*, аг()&

&x { t ) =X t  {t)&y{t) = yt (01.

Если отношение является функцией,

Xj: 'С, X X { t ) - ^ Y  (t),

TO ее называют выходной функцией для момента времени i, а Я, =  
=  {A,j: t ^ T ) — выходным семейством системы (рис. 3.2).

Очевидно, отношение определено корректно и существует 
для любой обш,ей временной системы. Условия же существования 
ВЫХОДНОЙ функции будут сформулированы в следующем параг­
рафе,
(Ш) I I р о и з в о д я щ а я  ф у н к ц и я  с о с т о я п и я

Для любой динамической системы ее состояние в любой момент 
времени t  определяется начальным состоянием Cq и начальным 
сужением входного воздействия хК Однако для определенных

классов систем существует некоторый момент времени i ^ Т, такой, 
что состояние в любой последующий момент времени определяется 
исключительно предыдущими входными воздействиями и суже­
ниями выходной величины, т. е. здесь не требуется никакого обра­
щения к состояниям системы. Это приводит нас к следующему 
определению:
Определение 3.3. Пусть р — семейство реакций временной систе­
мы 5, а — отношение,

. X Г  X Си



такое, что

у \  Cf) 6 Т]' ^  ( \ /x t )  (V y ,) [(ж* ‘ X f, у ' -y t) e s  y t =  Pt ( d ,  art)]. 

Если отношение т)̂  является функцией:
т)': Z ' X

то ее называют производящей функцией состояния для момента
времени а т] =  {ri  ̂ X Y* Сf &t  ^ — производящим
семейством состояний (рис. 3.3).

И снова, хотя определено всегда, существование производя­
щего семейства состояний требует выполнения определенных 
условий, которые в этом случае имеют более специальный вид.

(Ь) Некоторые классы временных систем

В общем случае вспомогательные функции для различных 
t ^ Т различны. Однако в тех случаях, когда некоторые из них 
оказываются одинаковыми для всех t ^ Т или получаются из одной 
функции за счет соответствующих сужений, можно ввести раз­
ные типы инвариантности во времени,

(i) С т ат и ч ески е  сист ем ы  и  сист ем ы  без тьамяти
Первый тип инвариантности во времени характеризует взаи­

мосвязь между объектами системы в произвольный момент вре­
мени и непосредственно связан с реакцией системы.
Определение 3.4. Система S  называется [статической (безынер­
ционной) тогда и только тогда, когда существует начальная реак­
ция Pol CqX  Z  у  системы 5, такая, что для всех t g Т

(Vco) (Vo:) (Vx) [x {t) = x{t)=^  po (co, x) {t) =  po (cq, x) (t)l

Другими словами, система называется статической тогда и толь­
ко тогда, когда для любого t ^ Т найдется такое отображение 
K^: Со X X { t y - ^ Y  (t), что

(х. y ) ^ S  <=> (Зсо е Со) т  {у {t) =  Кг (со, (t))).

Любая временная система, не являющаяся статической, назы­
вается инерционной.

С интуитивной точки зрения система является статической, 
если значения ее выходной величины в любой момент времени 
t зависят исключительно от текущего значения входного воздей­
ствия и состояния, с которого началась ее эволюция. Поэтому, 
если функция х (t) на какой-то период времени становится постоян-
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НОЙ, ПОСТОЯННОЙ становится и y{t). Напротив, выходная величина 
инерционной системы зависит не только от текущего значения 
входного воздействия, но и от «предыст.ории» этого воздействия. 
Заметьте, что и в том, и в другом случае нельзя обойтись без упо­
минания начального состояния системы (рис. 3.4).

Следует отметить, что мы различаем динамические и инерцион­
ные системы. Для первой из них требуется, чтобы существовало
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семейство переходов состояний, а для второй — всего лишь, что­
бы система не было статической. Такая терминология, возможно, 
не слишком удачна. Однако мы будем придерживаться ее, посколь­
ку она согласуется с терминологией, принятой в уже сложившихся 
частных теориях )̂.

Еще одно понятие, родственное понятию статической системы  ̂
определяется следующим образом:
Определение 3.5. Временная система S называется системой беэ 
памяти тогда и только тогда, когда она является статической 
и такой, что

(Vx) (Vx) (Vco) (Vco) {x (0 =  X (f) Po (Co, x) (t) =  Po (co ,x) {t)], 

или Б терминах отображения Kfi Cq X X{t)-^  У(^), такой, что
(V̂ o) (Vc )̂ (Vo:) (V^) [a: (t) = i  {t) Kt  ^ (0) =

T. e. когда существует отображение К * : X  ^  (О» такое, что 
K U x { t ) ) ^  K,{c, , x{ t ) )  (рис. 3.5).

В русской литературе эти два класса систем называют разными тер­
минами, которые по-английски звучат весьма схоже: «djmamic» и «dyDamicab. 
Именно в этом автор и видит неудачность терминологии. — Примш перев.
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Легко видеть, что система без памяти полностью характери­
зуется отображением К*: А  В, Система, не удовлетворяющая 
определению 3.5, называется системой с памятью.

(ii) С т а ц и о н а р н ы е  д и н а м и ч е ск и е  сист ем ы
Понятие инвариантности во времени второго типа связано 

с тем, в каком отношении друг к другу находятся реакции системы 
для двух различных моментов времени. Чтобы ввести соответ­
ствующие понятия, нам придется предположить, что множество 
моментов времени Т является правым интервалом некоторой 
линейно упорядоченной абелевой группы Г, групповая операция 
(сложение) в которой будет обозначаться символом + . Точнее 
гэворя, мы будем считать, что Т = {t: t ^ O } ,  где через О обоз­
начен нейтральный элемент группы Г, а сложение согласовано 
с линейным порядком так, что

Определенное выше множество моментов времени Т будет 
в дальнейшем называться множеством моментов времени для 
стационарных систем.^

Для каждого t ^ Т обозначим через F \̂ X X оператор, 
такой, что

iW ) [Р*(х) (f)  = x { f  -  t )l

Заметим, что оператор определен как для  ̂ < .0, так и для 
t ^ O ,  но допускает ли действие этого оператора содержательную 
интерпретацию, зависит от значения его аргумента. В общем слу­
чае каждый раз, когда определено F^{xt'r), имеет место включение 
F̂  (^Гг) 6
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Оператор F* называют оператором сдвига. Его действие состоит 
в том, что он просто сдвигает заданную функцию времени на вре­
менной интервал, указанный в верхнем индексе оператора, и не из­
меняет ее в других отношениях (рис. 3.6). Этот же символ F будет

использоваться и для обозначения оператора сдвига в Y . Мы опре­
делим также оператор сдвига и для S, полагая 

F* {X, у) =  РЧу)).
Теперь мы можем ввести следующее

Определение 3.6. Временная система, определенная на множестве 
моментов времени для стационарных систем, называется вполне

Рис. 3.7.

стационарной тогда и только тогда, когда (рис. 3.7) 
(V0 \ t ^ T ^  F^S)  =  S t l
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И стационарной тогда и только тогда, когда
(V0 (Vf > i)  {t, t’ e T ^ S f  с F*'-* (St)).

Очевидно, что если система вполне стационарна, то 
(St* \ Tt) = F~^ (i5̂ /) для любого ^ Г, т. е. начиная

с любого заданного момента времени эволюция системы в будущем 
оказывается одинаковой с точностью до сдвига на соответствующий 
промежуток времени.

Если некоторые заданные входной и выходной объекты Z и У 
системы удовлетворяют условию

т  {X, =  F\X))  и (V0 (У, =  Я (Г » ,
мы будем называть их объектами стационарной системы.

Если для временной системы известны ее реакции, то можно 
дать следующее

Определение 3.7. Семейство реакций (системы) инвариантно 
во времени тогда и только тогда, когда для любого t ^ Т найдется 
такое взаимно однозначное соответствие Got* Cq С̂ , что

т  (Vc,) {\!xt) [р, {Си Xt) =  F'(p„ (G-^4ct), F -\x t)))l
Очевидно, что реакция системы инвариантна во времени тогда 

и только тогда, когда для любого состояния в любой момент вре­
мени выход системы можно получить из начальных реакций систе­
мы с помощью подходящего сдвига во времени (рис. 3.8).

Совершенно аналогично вводится и следующее



Определение 3.8. Динамическая система называется инвариантной 
во времени тогда и только тогда, когда

(i) инвариантно во времени ее семейство реакций;
(ii) ?для любых t' ^ Т, t' >  t,

т  (W) Ofct) (Vx».) [ф,,. {Ct, (Gz}{ct), F-‘(a:„.)))],

где t  ̂ и Gffw = Gof о Ĝ l,

Очевидно, что для инвариантных во времени систем функцию 
перехода состояний для любого момента времени можно получить 
как результат применения оператора сдвига к начальной реакции 
системы.

Что же касается взаимосвязи между стационарными и инва­
риантными во времени системами, то следующий результат полу­
чается непосредственно из определений.

Предложение 3.1. Всякая система с инвариантной во времени 
реакцией (а следовательно, и всякая инвариантная во времени 
динамическая система) является стационарной.
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4. ПРИЧИННОСТЬ

Причинность по сути дела означает возможность предсказы­
вать исход или последствия некоторых событий в будущем. Дру­
гими словами, причинно-следственным объяснением явления мы рас­
полагаем тогда, когда в состоянии выявить относящиеся к нему 
причины и их последствия и умеем объяснить, какие последствия 
вытекают из каких причин.

Если задана некоторая общая система S cz ViX , , .xVn,  при­
чинность вводится в ее описание в три этапа:

(i) Устанавливается, какие из ее объектов относятся к вхо­
дам, а какие — к выходам.

(ii) Выясняется, какие из выходных объектов в явном виде 
зависят от других выходов и только неявно от входных воздей­
ствий на систему.

(iii) Предлагается такое описание эволюции системы во вре­
мени, при котором значения выходных величин в любой момент 
времени зависят исключительно от предыстории, т. е. от пред­
шествующей пары «вход — выход».

В настоящем параграфе мы будем иметь дело лишь с третьим 
аспектом причинности, который можно было назвать причинностью 
во времени. Именно этот аспект причинности представляет основ­
ной интерес при изучении временных систем.
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(а) Понятия, связанные с причинностью во времени

С причинностью связано два понятия. Первое из них, неуп- 
реждаемоспгъ, использует заданный объект начальных состоя­
ний или, точнее, начальную реакцию системы, второе же опре­
деляется исключительно в терминах входов и выходов системы, 
и мы будем называть его предопределенностью. Термин «причин­
ность» будет употребляться как родовой, охватывающий оба эти 
случая.

(i) Н еупреж д аем осш ь
Пусть ро ~  начальная реакция временной системы S . Вве­

дем следующее
Определение 4.1. Начальная реакция ро̂  X Z Y  системы 
5 си X X У называется неупреждающей тогда и только тогда, 
когда
(V<) (Vco) (Vx) (V i) [ x \ f *  iPo, X) I Г ' -  Po (co, i )  I

В неупреждающей системе изменения выходной величины 
не могут упреждать, предугадывать изменения входного воздей-

(X2,yi)^S

Рис. 4.1.

ствия (рис. 4.1). Для определенного класса систем понятие неупре- 
ждаемости можно несколько усилить:
Определение 4.2. Начальная реакция системы р#: Со X  X ^ Y  
называется сильно неупреждающей тогда и только тогда, когда

(V0 (Vco) (Vo:) (V i) [ х \ Т^  1 =

=Ро (̂ 0» х) \ Т
Отметим, что и определение 4.1, и определение 4.2 относятся 

к временным системам, а не обязательно к динамическим.



Разница между неупреждающей и сильно неупрьждающей 
реакциями системы состоит в том, что во втором случае текущее 
значение у {t) выходной величины не может зависеть от текущего 
значения х {t) входного воздействия, поскольку в определении
4.2 в посылке используются сужения на а не на [}
и {^}, как в определении 4.1^но в заключениях обоих определе­
ний фигурируют сужения на ТК

Необходимо также отметить, что ро считается выше полной 
функцией. Для исследования неупреждаемости это очень важ­
ное ограничение, поскольку оно не позволяет нам относить реак­
цию некоторых систем к числу неупреждающих. В связи с этим 
мы предлагаем следующее

Определение 4.3. Пусть R = Cq X X  и ро̂  Реакция
Ро называется неполной неупреждающей начальной реакцией систе­
мы S тогда и только тогда, когда

(i) Ро согласуется с 5, т. е.

(ж, у )  е  S  (ЭСо) [ро (Со, х )  =  у &  (Со, х)  6  R]',

(ii) (vt) (Vco) {Щ (Vx) [(Со, X) е л & (Со, i) е д&х I =
=  X  I г *  Ро (Со, х )  I г *  =  Ро (Со, X)  I f * ] J

Определение 4.4. Мы будем называть систему S {сильно) неупреж­
дающей тогда и только тогда, когда ее начальная реакция явля­
ется полной и (сильно) неупреждающей.

(ii) Предопределенность
Определение 4.5* Временная система S с: х  называется
предопределенной начиная с момента времени t тогда и только 
тогда, когда найдется такое t ^ Т, что (рис. 4.2)

(i) (V (X, у )  е S) (V (X', у ' )  е S) (V^>f)(i(x? j/f) =

=  (х'', y't) & x^  ̂= x\^] yj-, =  у ') ;

(ii) (V (X? / ) )  (Vxy) (Эу̂ .) ((X? yi) е 5‘V  {хЬх^, yf .y.)  е 5).

Предопределенность означает существование такого t ^ 
что для любых t ^  t будущая эволюция системы определяется 
исключительно прошлыми наблюдениями, и нет никакой необ­
ходимости обращаться к каким-либо вспомогательным множест­
вам вроде объекта начальных состояний.

4. Причинность 47
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Условие (ii), которое мы будем называть условием полноты^ 
вродится единственно из соображений математического удобства.

(Ь) Существование причинных реакций
Теорема 4.1. Для каждой временной системы найдется неполная 
неупреждающ;ая начальная реакция.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть через = ^ 5 x 5  обозна­
чено такое отношение, что {х̂  у) =  {х\ у') тогда и только тогда, 
когда у  = у ' • Тогда очевидно, что =  есть отношение эквивалент- 
ности. Пусть 5 /=  ={[«]} =  Со, где Ы =  {s* \s* ^ s & s *  ^ 5}‘).
Пусть ро: Со X X У такова, что

у, если (х, у) 6 Is],
не определена в противном случае.

Заметим, что ро определена корректно, поскольку если (а:, у) б [s] 
и {х, у') € [s], то у  = у ' .  В общем случае функция ро является 
частичной. Покажем прежде всего, что

S =  {(а:, у): (Зс) (с € Co&i/ =  Ро (с, ж))} s  S'.
Если {х, у) 6 S, то ро ([(X, у)], х) = у по определению. Следова­
тельно, (ж, у) 6 S' ,  или S S  S'.  Обратно, если {х, у) ^ S , но для
некоторого [s] 6 справедливо равенство у = Ро (Is], х). А тогда

Ро ([s], х) =

1) В нашей книге мы договоримся использовать для фактормножеств 
следующие обозначения. Пусть Е — некоторое отношение эквивалентности 
на множестве X,  Тогда фактормножество Х/Е  состоит из всех элементов типа 
[х], Х/Е  =  {[а;]}, где через [х] обозначен класс эквивалентности (смежности) 
элемента х, т. е.

[х] =  {х*: {xj X*) 6 Е8сх* 6 

а [•] соответствует каноническому отображению [•]: X  Х /^ .
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ИЗ определения ро следует, что {х, у) ^ [s], а потому S'  ^  S.  Бо­
лее того, если значения ро {Is], х) и ро {Is], х') определены, то 
Ро =  Ро ^') для любых X и д;' и, значит, условие (ii)
из определения 4.3 выполняется очевидным образом, ч. т. д.

Теорему 4.1 нельзя обобщить на случай полных начальных 
реакций, т. е. обеспечить полноту функции ро- Существуют вре­
менные системы, для которых нет (полных) неупреждающих 
начальных реакций в том виде, как этого требует определение 4.1.

Другими словами, требование, чтобы начальная реакция была 
полной функцией, может лишить нас возможности причинного 
описания поведения системы в смысле ее неупреждаемости. Такие 
системы можно рассматривать либо как существенно непричипные, 
либо как такие, для которых известно лишь неполное их описа­
ние, так что в них нарушение причинности объясняется лишь 
нехваткой информации. Все это легче всего проиллюстрировать 
с помощью рис. 4.3.

Рассмотрим систему, которая имеет всего два элемента: S = 
=  {(^1’ Ui)̂  { ^ 2 1  У2)} (рис. 4.3). Поскольку начальные интервалы 
у Xi я совпадают, а соответствующие им интервалы выходных 
величин У1 и У2 разные, объект начальных состояний системы дол­
жен содержать по крайней мере два элемента, если мы хотим 
получить неупреждаемость начальной реакции. Пусть Cq = 
= {с, с'} и ро {с, х^) =  Ро {с\ Х2) =  у2- Если Ро — полная 
функция, то {с, Х2) тоже принадлежит области определения Ро- 
Поэтому Ро {с, Х2) должна равняться либо у ,̂ либо уз* Но из равен­
ства Ро {с, Х2) =  У1 следует, что (0:2, Уг) 6 5, т. е. ро не согласуется 
с S. В то же время условие ро {с, х ^  =  у 2 противоречит условию 
неупреждаемости из определения 4.1, поскольку начальные отрез­
ки функций х  ̂и X2 одинаковы, а для функций у  ̂и уз—нет. Таким об­
разом, система S не может иметь полной неупреждающей реакции.
4 — 0296



Определение 4.6. Семейство реакций р =  {Pi :  ̂ называется 
неупреждающим тогда и только тогда, когда каждая функция pt 
является неупреждающей начальной реакцией системы St.
Теорема 4.2. Временная система имеет неупреждающее семейство 
реакций тогда и только тогда, когда ее начальная реакция неупреж­
дающая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство необходимости оче­
видно. Обратимся поэтому к доказательству достаточности. Пусть 
рА : Со X X Y  — неупреждающая начальная реакция, и пусть 
Ct =  Со X Х \  а Pt : С, X удовлетворяют следующему
условию: если =  (Cq» з:*), т о  для t ^ Т

Р( ^t) ~  Ро (̂ 01 ^ *^t) I 
Но тогда условие согласованности теоремы 2.1 выполняется оче­
видным образом, т. е. р =  {р^: t ^ Т} о^азует семейство реак­
ций. Более того, пусть Х( | Г»* =  | где t t. Тогда
если Cj =  (cq, X*), то _ _

Pi (̂ ti t̂) I '̂ W — po (̂ 01 ’̂ t) I ̂ tt'

P t  { Cu  x ; )  I T t t ’ =  Po (Co,  i ' . x ; )  1 f t t ^

Ho так как реакция po неупреждающая и х*' -х̂  \Т* =  ж* >х1 | Г*,
то _ „

P t  {< t̂, ^ t )  I T t t ’ = (Po (̂ 0. *̂ t) 1^) 1  =
=  (Po  (^0. ’̂ t) ) \ T t t -  =

=  Po (co. T i t -  =

=  p( (̂ t> ^t) I TIf.
Следовательно, pt является неупреждающей реакцией, ч. т. д.

(с) Причинность и выходные функции
Условия существования выходной функции и производящей 

функции выхода можно сформулировать непосредственно в тер­
минах неупреждаемости реакции системы.

Зависимость между существованием выходной функции и не- 
упреждаемостью системы устанавливается в следующем предло­
жении:
Предложение 4.1. Если временная система является неупреждаю­
щей, то для нее существует семейство выходных функций

1 =  {Я,: Ct X X ( t ) - ^ Y { t ) ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку система неупреждающая, 

то, согласно теореме 4.2, для нее существует неупреждающее
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семейство реакций р =  {р̂ : t б Т).  Предположим теперь, что для 
этого неупреждающего семейства реакций определено семейство 
функций Предположим, кроме того, что (cj, х (t), у (t)) 6 
и (cj, х' (О, у' (0) 6 где X (t) =  х' (t). Но так как

X, (t) =  ж* (О == I f t t ,
а реакция неупреждающая, то

Pt ( t̂i ^t) I ^it ^  Pt ^t) 1 
HiiH у {t) =  y' {t). Следовательно, Xt есть отображение Kfi X 
^  X  {t) в Y  ( 0 , Ч. T. Д.

Понятие выходной функции проясняет одну из важных сторон 
понятия состояния: если состояние системы известно и система 
является неупреждающей, то вся информация о предыстории 
системы, необходимая для определения текущего значения выхода, 
содержится в самом этом состоянии.

Зависимость существования производящей функции выхода 
от неупреждаемости системы совершенно аналогична описанной 
зависимости для выходной функции. Она устанавливается в сле­
дующем предложении:
Предложение 4.2. Если временная система является неупреждаю­
щей, то для нее существует семейство производящих функций 
выхода

М» “  X Хц9 Yi  (f)}.
Д о к а з а т е л ь с т в о  этого предложенияПсовершенно ана­

логично доказательству предложения]|4.1.
Из предложения 4.1 следует, что выход неупреждающей вре­

менной системы можно определить, зная лишь текущее состояние 
системы и текущее значение входного воздействия. Однако для 
некоторых систем текущее значение выхода зависит исключитель­
но от текущего состояния системы и не зависит от текущего значе­
ния входа. Для анализа поведения таких систем требуется не­
сколько более сильное понятие, а именно понятие сильной не­
упреждаемости.
Предложение 4.3. Если временная система является сильно 
неупреждающей, то для нее существует выходная функция, кото­
рая при любых t ^ Т удовлетворяет условию

(Vx (t)) (Vx (0) [с< =  с, Kt (с„ X (0) =  Я-t (С(, X (0)1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку наша система сильно 

неупреждающая, для нее существует сильно неупреждающая 
начальная реакция р©. Но тогда требуемое утверждение можно 
доказать точно так же, как и предложение 4.1, ч. т. д.
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Если система является сильно неупреждающей, то для каж­
дого t ^ Т, очевидно, существует отображение

К , :
такое, что

(^х {t)) [Xt {Си X (t)) -  К, (ct)].

(d) Существование предопределенных систем
Прежде всего необходимо отметить различие между предопре­

деленностью поведения системы и ее функциональностью. Систе­
ма может быть функциональной (скажем, S: X - ^ Y )  и тем не менее 
пе быть предопределенной, и наоборот. Отметим также, что для 
функциональной системы (т. е. системы с единственным началь­
ным состоянием) понятия сильной неупреждаемости и предопре­
деленности начиная с момента О совпадают.

Для любой пары (х, у) ^ S обозначим через S{x\ у )̂ множество
{(xt, yt): y*>yt) 6 S)

и будем называть S (ж*, у*) семейством «про;(Олжений» для (а:*, у*). 
Это позволит нам сформулировать следующее
Предложение Система является предопределенной начиная
с момента t тогда и только тогда, когда для всех t ' ^ t  семейство 
S {х*, у*) определяет сильно неупреждающую функцию

S { ^ ,  у*):

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего докажем необходи­
мость. Предположим, что (Х{, yt) e S (х*, у*) и z/j) 6 S {х*, у*). 
Пусть, кроме того, Xf \ Тц- = Xi \ Тц- для некоторого t' >  t. 
Тогда

x^-xt  I Т*  =  x ' . i ,  I
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y'-yt I t '̂  = y ‘ 'Vt I T^&x^.xt \T^ ,̂ =  X ‘̂X,\T

Ho так как поведение рассматриваемой системы предопределенсь то 
У̂ 'Уг \ -= у*'Уt I откуда следует, что yt \ =  у* |
Поскольку значение f  "> t могло быть произвольным, мы полу­
чаем, если Xt =  i(, равенство Уг =  yt, а это значит, что S{x\ у*) — 
функция и, следовательно, S  (х‘, у*) — сильно неупреждающая 
функция. Обратно, предположим, что {х, у) ^ S и {х, у) в S. Более 
того, пусть (х^, у*) =  ( i ‘ , y^)vL x-f  ̂ =  x-j. Но тогда в силу того.



ЧТО 5 («*, — СИЛЬНО неупреждающая функция, l l ' i t~y' t t '
ч. т. д.

Предопределенность системы связана с существованием семей­
ства производящих функций состояния т). Эту связь отражает сле­
дующее предложение.:
Предложение 4.5* Система является предопределенной с момента 
времени t тогда и только тогда, когда для любого t для нее 
существует производящая функция состояний т]*, такая, что соот­
ветствующая реакция р< сильно неупреждающая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы снова начнем с доказательства 
необходимости. Предположим, что система S  является предопре­
деленной. Пусть Cf = S* для t ' ^ i .  Тогда требуемый результат 
сразу получается из предложения 4.4, причем роль производящей 
функции состояния т)‘: Сt играет тождественная функция,
а pt.- Ct X X t - ^ Y f  имеет вид р, (с,, ж,) =  S (Cf) (Xf). Обратно, 
предположим, что для системы S в t ^  t имеется производящая 
функция состояния г\*: S* Cf. Кроме того, пусть (ж', у*) =  
=  У*) 6 *5' и =  Xft», и пусть , у^) =
=  т]‘ (а;', у*). Но так как х*'Хц- == х*'Х^’ В, по предположению, 

— сильно неупреждающая функция, то

> •̂?) I I
где

а это значит, что рассматриваемая система предопределена, ч. т. д.
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Глава I I I

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ РЕАЛИЗАЦИИ

. В^теории реализации для класса динамических систем изучают- 
ся^вопросы существования динамического представления для над- 
лежат им образом определенной временной системы. При этом 
обычно временная система задается своим семейством реакций 
и задача теории реализации состоит в том, чтобы выяснить, суще­
ствуют ли такое семейство функций перехода состояний ф и вре­
менная система 5, что пара (р, ф) служит для нее динамической 
реализацией. Задачи такого типа и рассматриваются в настоящей 
главе.

Некоторые фундаментальные положения теории реализации 
можно доказывать для систем, динамика которых описывается 
исключительно в терминах семейства объектов состояний, а не в еди­
ном пространстве состояний. Поэтому мы начинаем строить тео­
рию реализации именно в этих рамках. Такой подход полностью 
согласуется с выдвинутыми нами в гл. I принципами формализа­
ции, согласно которым каждую задачу следует решать для системы 
с минимальной структурой.

В § 1 приводятся условия согласованности и реализуемости 
семейства реакций, и эти условия оказываются нетривиальными 
только тогда, когда семейство реакций содержит лишь полные 
функции, т. е. тогда, когда частичная функция не может стать 
элементом семейства р. В § 2 будет показано, что неупреждаемость 
системы необходима и достаточна для того, чтобы любую времен­
ную систему можно было представить двумя семействами функ­
ций — функций перехода состояний и выходных функций. Более 
того, если система является неупреждающей, то ее выходную 
функцию можно определить исключительно на объектах состояний. 
Атак как выходная функция всегда статическая, то в подобном слу­
чае вся динамика системы описывается одним семейством функций 
перехода состояний. Это весьма важное и удобное свойство, а поэ­
тому представление системы парой (ф, X) мы будем называть кано­
ническим. К тому же мы покажем, как состояния системы можно 
охарактеризовать некоторым отношением эквивалентности на па­
рах «вход — начальное состояние».



В § 3 выясняется, что взаимосвязи между различными вспомо­
гательными функциями (а также и различными представлениями 
системы) образуют коммутативную диаграмму. Это позволит глуб­
же проникнуть в природу пространства состояний, понять причи­
ны его возникновения и оценить важность этого понятия. Весьма 
часто пространство состояний фигурирует в качестве первичного 
понятия в самих определениях динамической системы. Устанавли­
вая тот факт, что пространство состояний можно построить по за­
данному множеству пар «вход — выход», мы лишний раз подтвер­
ждаем правоту нашей точки зрения относительно того, что про­
странство состояний — это вторичное, производное понятие. Мы 
покажем, как подходящее отношение эквивалентности (рис. 3.9) 
порождает соответствующее пространство состояний, а затем (бази­
руясь на результатах предыдущих глав) наметим процедуру 
построения представления заданной (своими парами «вход—выход») 
временной системы в пространстве состояний (рис. 3.10).

1. РЕАЛИЗУЕМОСТЬ И ДИНАМИЧЕСКОЕ 
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
Пара семейств (р, ф) задает динамическое представление общей 

временной системы 5,
S a A ' ^ x B ' ^ ,  (3.1)

если выполнены некоторые условия (приведенные в гл. II), так что 
семейство р согласовано с системой 5, а ф есть семейство функций 
перехода состояний.

Временная система определяется отношением (3.1) как некото­
рое множество, и как таковое оно должно задаваться некоторой 
функцией. Чаще всего это делается с помощью семейства реакций 
р =  {р̂ : Cf X Yt& t  G Т} или непосредственно в терминах
производящей функции выхода. В подобных случаях возникает 
ситуация, в которой задано семейство функций р, а требуется 
выяснить, действительно ли существует такая динамическая 
система, для которой р является семейством реакций. Ответ на этот 
вопрос можно получить в два этапа:

(i) Если задано семейство р, существует ли система 5, для 
которой р согласуется с 5?

(ii) Если задано семейство р, являющееся семейством реакций 
для некоторой системы 5, то существует ли такое семейство функ­
ций перехода ф, что (р, ф) образуют динамическое представление 
системы 5?

Именно эти две проблемы и рассматриваются в этом параграфе.
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Определение 1.1. Если задано некоторое семейство функций р =
=  {р̂ : Ct X Т}, то мы будем говорить, что р допу­
скает динамическую реализацию или, проще, реализуемо тогда 
и только тогда, когда найдутся такая временная система S и такое 
семейство функций_ ф =  {ф„,: Ct X что р согла­
суется с |5, а пара (р, ф) является динамическим представлением 
системы S.

Реализуемость семейства отображений р =  {р̂ : Cf X
зависит от свойств этих отображений и множеств, которые

они связывают. Напомним, что, говоря о р, мы предполагали сле­
дующее:

(i) множества Cf произвольны;
(ii) Xt Y^czB^t  и, более того,

( W )  i^xt) [x^^xteX];
(iii) все функции р̂  полные, т. е. они определены на всем про­

изведении Ct X Xf.

(а) Согласованность семейства р
Первая проблема теории реализации о согласованности за­

данного семейства отображений р с некоторой временной систе­
мой S уже нашла свое решение в теореме 2.1 гл. II. В этой теореме 
доказывается, что если семейство произвольных отображений р 
удовлетворяет условиям (i), (ii) и (iii), то для существования вре­
менной системы 5, согласующейся с р, необходимо и достаточно, 
чтобы для любого t ^ Т выполнялись условия
(Р1) (Vco) (Va:‘) (Vx,) (3ct) [p, (cj, Xt) =  po (co, x*-Xt) \ Tt ] ,

(P2) (Vc,) (3co) (3x‘) [p, (Ct, Xt) =  Po (Co, x*>Xt) \ Tt ) .

Остановимся вкратце на содержательном смысле условий (Р1) 
и (Р2). Прежде всего заметим, что условие

P t  ( С и  Xt )  =  Ро (Со, X* -Xt)  I T t

можно воспринимать как утверждение о том, что состояние ct 
«должным образом» связывает предысторию системы, представ­
ленную парой {cq, х )̂, с ее будущей реакцией на Xf в том смысле, что 
выход системы начиная с состояния т. е. yt =  р̂  (с̂ , Xt), в точ­
ности совпадает с «хвостом» выхода Уо =  Ро т. е.
Уо I =  Ро ( 0̂» \ Tt — yt. Но тогда условие (Р1), которое
можно переписать в виде

(V (c o ,  ^ ) )  ( V x , )  ( 3 c t )  Ipt {ct, Xt)  == Po (Co, x * - X t )  I T t ] ,
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означает, что для любой предыстории системы (cq, а:*) и для любого 
ее будущего входа Xt всегда найдется состояние Cj в момент вре­
мени t, которое должным образом свяжет прошлое и будущее. 
А условие (Р2), которое тоже можно переписать в виде

(V(c„ (3(Со, X*)) [pt (Ct, X,) =  Ро (Со. 1 Tjl,
означает тогда, что для любых {Cf, Xf), т. е. для любого поведения 
системы в будущем, найдется такая ее предыстория, т. е. такое 
ее начальное состояние Cq и начальный отрезок входного воздей­
ствия X*, что эта предыстория приведет систему в состояние с*, 
а последнее должным образом свяжет эту предысторию (со, х ) 
с будущим входным воздействием Xf.

(Ь) Реализуемость семейства р
Теорема 1.1 Пусть р — некоторое семейство отображений, удовлет­
воряющее условиям (i) — (iii). Семейство р реализуемо (т. е. д ^  
него найдется такое семейство функций перехода состояний ф, 
что пара (р, ф) будет динамическим представлением некоторой 
временной системы S) в том и только в том случае, когда для любых 
t, t' ^ Т ,  t' t, оно удовлетворяет следующим условиям:
(РЗ) (Vet) (Vx„.) (Зс,.) (Vx,.) [pi- (ct.,xt.) =  р« (c„ х„,.х ,0  | T f l  
(Р4) (Ve,) (Vx,) (Зсо) (Эх‘) [р, {Си х^) =  ро (с», x 'f t )  I Т^\.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства необходи­
мости. Предположим, что р реализуемо, а и Xtr произвольны. 
В силу согласованности семейства ф для любых

Pi' (ф«Г {Си ®i') =  Pt (Ci, Xtt>'Xi.) I T f ,  
a поскольку существует такое Cj-, что Cj- =  ф<4- (с,, хц'), мы сразу 
убеждаемся в справедливости условия (РЗ). Заметим теперь, что 
(Р4) совпадает с условием (Р2) из теоремы 2.1 гл. II, а так как 
семейство р согласовано с временной системой S,  т. е. Ti,
то отсюда сразу вытекает справедливость свойства^ (Р4).

Перейдем поэтому к доказательству достаточности. Предполо­
жим, что условия (РЗ) и (Р4) выполнены. Но так как условия (РЗ) 
и (Р4) влекут за собой выполнение условий (Р1) и (Р2) теоремы 2.1 
гл. II, то согласованность с семейством р выполняется автомати­
чески. Пусть теперь для каждого t ^ Т отношение Ef а  Ct X С/ 
определяется следзпющим образом:

{ct, c’t) e E t < ^  (Vx,) (pt {Cf, Xt) =  Pt {c’t, Xt)).
Ясно, что Et для каждого t есть отношение эквивалентности. Опре­
делим теперь Pt: {CflEt) X X f ^ Y t  с помощью условия 

Р< ( [ c t l,  X t )  =  P t  {С и  Xt).
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Это определение, очевидно, корректно. Но теперь мы можем 
утверждать, что существует семейство отображений

fw • X Хц' Cf'IEf*,
такое, что

Pf (ftf ([Cj], Xtp), Хр) =  p< ([C(], XtfXt.) I T f  (3.2) 
при любых [с,], xw и Xfw. Действительно, пусть отображение

f i t '  ^  ^ t t ' )  X  ( C t > I E f t )
таково, что

Xif), [Cj.]) g fff. <=>| (Vx<«) (P(. {[C,.], Xf) =

== Р/ ([cj], XtfXt') I Tf).
Ho тогда условие (РЗ) гарантирует, что f tf  ф  0 .  Предположим
теперь, что (([с(], хц‘), [cj.]) g ft^ и (([cj], ж»»), [cj»]) ^ /j,». Но тогда 
для любого X i ’

pf' ([Ct'], Xf) =  Pt' ([Cj.], Xf),

a это означает, что [c;<] =  [cf]. Более того, из условия (РЗ) выте­
кает, что 3/(ftt') =  (CtlEf X Xtt'). Следовательно, f t f  есть ото­
бражение

(Ct/Et X Xtr)-^Ct. lEt,,  
такое, что для любых х,»

Pf (ftf ([Cj], Xtf), Xf) pt ([C,], Xf f Xf )  I T^.
Ho тогда справедливо равенство

f v f  {fti* ([c<], Xfi), Xf f )  =  /й» ([Cf], XtfXfi,),  (3,3)
a поскольку] { f t f )  образует семейство функций перехода состоя­
ний, согласованное с приведенным семейством реакций {р^}, тео­
рема 2.2 гл. II должна быть применима и к семейству {/«-}. Нако­
нец, пусть функция ц,: Cf/Et-^Ct  такова, что ([«tl) 6 [cj]. 
В качестве можно взять любую функцию, удовлетворяющую 
этому условию. Потребуем тогда, чтобы

ф«'* X
удовлетворяла условию

Фн' (си ^tf) — М'*' (/«• ([«̂ tl. Xtf)). (3,4)
Но теперь несложно показать, что

Р р (Ф«* iPu X t f ) ,  Xf.) =  p j (c j, X tf  »X f) I T f

E

< P f f  ( * P t f  (C f, X t t i ) ,  X t ' t * )  =  <f>tf (C j, X t f X , u » ) ,
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аоскольку
(си xtf), Xf) =  р(' (fii' iSti' ([с<]. xt>) (в силу (3.4)) 

=  Pt' ifw ([^fb Xtt’), Xf) иб'о ([C(]) 6 
=  P( ([cj, Xtt‘ -Xr) I Tt> =  (b силу (3.2)) 
=  P<(ct, Xu>‘Xt’) I Tf, 

фг'<9 (ф«' i^U *«')) Xf>t’) =  ( f r r  (M'<* (ftt' (1̂ (1* Xtf) ) i  Xfte) —

=  Ц/" (ft't’ iftt' (tc(K Xff), Xft*)) =
=  H-r (/«' ^ i f ’Xi'f)) ( b  силу 3.3))
=  Фн" (Cj, Xtt' ‘Xt4<>), Ч. T. Д.

Рассмотрим вкратце содержательный смысл условия (РЗ). Это 
условие может быть представлено в следующем эквивалентном 
виде: для любых t ^ Т

(Р'З) (V(c„ хи-)) (Зс,*) (Vxr) [р,. (сг, X,.) =  р, {Си Хи''Х,,) \ Tt>].

Условие (Р'З) можно теперь интерпретировать следующим обра­
зом. Для любой пары «состояние — вход» (ct, Хц') найдется такое 
состояние Cf» в момент времени t \  что будущая эволюция системы 
во времени под воздействием произвольного отрезка входного 
воздействия окажется согласованной с заданной парой «состоя­
ние — вход».

Условие (Р'З) требует, таким образом, чтобы объект состояний 
Ct  ̂ в любой момент времени t' надлежащим образом объединял 
предшествующий и последующий отрезки Xft» и обеспечивая 
согласованность с р̂ . В частности, для любой начальной эволюции 
системы, представленной парой (с̂ , х^^), всегда найдется состоя­
ние Ct», обеспечивающее правильное продолжение этой эволюции.

(с) Динамическое представление временной системы

В § 2 гл. II уже было показано, что если на р не налагать ника­
ких о г р а н и ч е н и й ,  то для любой временной системы найдется соот­
ветствующее семейство реакций р =  {р̂ : X -►У^} (пред­
ложение 2.1 гл. II). Аналогичный факт имеет место и для динами­
ческого представления любой временной системы, т. е. в том слу­
чае, когда для^системы требуется лишь существование некоторого 
семейства функций перехода состояний ф, согласующегося с р и 5.
Теорема 1.2. Для каждой временной системы,? существует дина­
мическое представление, т. е. всегда найдутся два семейства отобра­
жений (р, ф), согласующихся с S.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть p ^ - . C ^ x X - ^ Y  есть 
начальная реакция системы S. Положим С, =  Со X X' и опре­
делим р(Г С, X X f - ^ Y t  так, что если с, =  (с„, х*), то

Р« (сь xt) =  Ро (Со. 3;*>xt) I Tf.
Но тогда {р(} удовлетворяет условиям теоремы 1.1, и, следо- 
вательно, р реализуемо, ч. т. д.

Посмотрим теперь, как изменится этот результат, если допол­
нительно наложить на динамическое представление системы усло­
вие причинности. Теорема 4.2 гл. II показывает, что для времен­
ной системы существует неупреждающее семейство реакций тогда 
и только тогда, когда неупреждающей является ее начальная 
реакция. Этот результат легко распространить на динамические 
системы.
Теорема 1.3. Пусть (р, ф) — динамическая система, для которой 
при любом t ^ Т отображение фо̂  является сюръективным. Семей­
ство реакций р является неупреждающим в том и только в том 
случае, когда начальная реакция ро оказывается неупреждающей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства достаточ­
ности. Предположим для этого, что реакция р© неупреждающая. 
Выберем тогда произвольные Xf, xI jl  Cj . Поскольку отображение 
Фо̂  сюръективно, для некоторого {cq, х )̂

P t  (Cf, X t)  =  р ,  (ф 04 (Со, Ж*), X f )  =  Ро (Со, i ' . X , )  I T t

и, аналогично,
Р< (̂ t> ^i) ~  Ро (^0> X*‘Xt) I Tf.

Но так как
(? .х ,) I Г ' '=  (? .х |) I Г '', 

если Xt \ Т = x'f \ Tffi, то мы имеем
Ро (Со, i*-xt) I =  Ро (Со, i^^xi) I f ^ \  

Следовательно, если а:, | =  x't \ Тц>, то

P t  (^f> ^ t )  I (^o> *^() \ ^ t t '  ~

=  Po (Co, x*-x 't )  I f t t .  =  p ,  (Ct, x't) I f t f .

Необходимость же условия теоремы вытекает непосредственно 
из определения, ч. т. д.

Доказанная теорема сразу приводит нас к следующему утвер­
ждению относительно динамических представлений систем:
Теорема 1.4. Для временной системы существует неупреждающее 
динамическое представление тогда и только тогда, когда она 
неупреждающая.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если для временной системы най­
дется неупреждающее динамическое представление, то она неупре­
ждающая по определению. Обратно, если система неупреждающая, 
то для нее существует неупреждающая начальная реакция, с по­
мощью которой (как это следует из доказательства теоремы 1.2) 
можно построить динамическое представление. Конечно, при этом 
некоторые функции перехода состояний фо̂  могут оказаться 
не сюръективными, но в этом случае, как показывает доказатель­
ство теоремы 1.1, мы всегда можем сузить объект состояний для t 
до области значений функции фое, так что все фо̂  окажутся сюръ­
ективными. Но тогда, согласно теореме 1.3, получившееся динами­
ческое представление является неупреждающим, ч. т. д.

Следующий результат, имеющий определенное принципиальное 
значение, вытекает из теоремы 4.1 гл. II.
Теорема 1.5. Если допустить, что реакцией системы, а значит, и ее 
функцией перехода состояний могут быть частичные функции, то 
для любой временной системы существует неупреждающее динами­
ческое представление.

Д о к а з а т е л ь с т в о  получается непосредственно из тео­
ремы 4.1 гл. II, если применить ее к теореме 1.4. Метод построе­
ния семейства ф при этом должен быть точно таким же, как в дока­
зательстве теоремы 1.2, ч. т. д.

Неупреждаемость временной системы определяется относитель­
но ее начальной реакции. Однако не вызывает сомнений, что, даже 
если система является неупреждающей, ее конкретная начальная 
реакция, которая, вообще говоря, определяется достаточно произ­
вольно, может не удовлетворять условиям неупреждаемости. Общие 
условия, гарантирующие неупреждаемость временной системы, 
пока еще неизвестны. В то же время предопределенная система 
является по своей сути неупреждающей, и, более того, ее «естест­
венная» начальная реакция также является неупреждающей. Это 
счастливое обстоятельство играет в теории систем в целом очень 
важную роль, поскольку предопределенные системы встречаются 
весьма и весьма часто. Предопределенные системы рассматривают­
ся с этой точки зрения в гл. V.

2. КАНОНИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
(ДЕКОМПОЗИЦИЯ) ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ
И ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ СОСТОЯНИЙ

(а) Каноническое представление динамической системы
Пусть р — произвольное семейство реакций некоторой системы 

5, а С =  {С̂ : t ^ Т} — соответствующее семейство использован­
ных в нем объектов состояний. Поскольку Cf произвольно, в нем
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может быть больше состояний, чем требуется для согласованно­
сти реакций с системой S. Очевидный способ устранения некото­
рых из таких избыточных состояний состоит в том, чтобы считать 
два состояния Cf и Ci одинаковыми всякий раз, когда одинаковым 
оказывается будущее поведение системы с начальными состоя­
ниями Cl и Cl. Точнее говоря, определим отношение Et а  Ci X 
с помош;ью условия

(с,, C t ) e E t ^  (Vxf) [pt (Ct, Xf) =  Pt (C(, X,)].
Очевидно, что Ei есть отношение эквивалентности. Поэтому начи- 
ная с произвольного Ci мы можем перейти к приведенному объекту 
состояний Cl =  CJEi^ элементами которого будут служить клас­
сы эквивалентности. Приведенным мы будем называть и соответ-
ствуюш,ее семейство реакций р =  {р̂ : Ci X такое, что

Р ([сЛ, Xt) =  у, ^  Pt (С{, Х() =  l/f
в  последуюш.ем нам пригодится следующий простой факт:
Предложение 2.1. Пусть р —произвольное семейство реакций, а 
р—соответствующее приведенное семейство. Семейство р согласуется 
с системой S тогда и только тогда, когда с ней согласуется

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку справедливо соотношение 
P t i^ t i  ^ t ) = P o  (^0» I P i  ^ t )  ”  Po ([^ o b  *^t)  I

из теоремы 2.1 гл. II мы сразу получаем требуемое утверждение,, 
ч. т. д.
Определение 2.1. Пусть S есть некоторая временная система 
с заданным семейством производящих функций выхода |х =  
=  t, t' G Т).  Пару (ф, Я), где ф — семейство функций пере­
хода состояний, а Я — семейство выходных функций, мы будем 
называть каноническим {динамическим) представлением системы S  
тогда и только тогда, когда для любых t, t' ^ Т диаграмма

_  Ди'
Q  X ----------------У(Г)
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Теперь мы можем доказать следующую теорему:
Теорема 2Л. Для существования канонического представления 
произвольной временной системы необходимо и достаточно, чтобы 
она была неупреждающей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала достаточность. 
Если временная система неупреждающая, то, согласно теоре­
ме 1.4, у нее есть неупреждающее динамическое представление 
(р, ф). Но тогда можно корректно определить выходную функцию 

X X {t) системы, потребовав, чтобы Xt {Ct, Xt {t)) =
=  pt ^t) (0 » и производящую функцию выхода Cf X
X X ft»  ( t ')  с помощью условия

\ i tv  ^ t v )  =  Pt

где Xi»  произвольно и лишь требуется, чтобы Бо­
лее того, поскольку

P i  ( С и  { f )  =  [Ct, X t t ' ) ,  X f )  {t')  =

= Kf’ {Cf, Xii'), Xt' (f)) =
=  M'it

приведенная выше диаграмма оказывается коммутативной. Следо­
вательно, система имеет каноническое представление. Обратно, 
предположим, что для системы существует каноническое пред­
ставление. Предположим, что р̂ : Cf X Xf  У t таково, что при
X t и Xfx =  Xi \

P t  {Cf, Xt) =  yt  ( t )  =  ( ф п  { c u  xt^),  Xt  ( t ) ) .

Покажем теперь, что
x \ f ^  = x '  {Co, X ) \ f ^  =  Po (Co, x' )  t

при любом Cq G Cq, Выберем произвольное т ^ Тогда 
Po (̂ 0̂» x )  ( t )  =  К  (ф от (co^ X  ( т ) )

и
Po (^0, х ') ( т )  =  (фох  {со,х^),_х'{т:)), 

а так как х^ = х'"̂  и х (т) =  х'{т) при т ^ Т \  то при т ^ мы 
получаем

Ро (̂ 0» х) (т) =  ро {Со, х ') (т).
Следовательно, реакция р о  неупреждающая, ч. т. д.

Существование канонического представления по сути дела 
означает возможность провести декомпозицию системы на под­
системы так, как это показано на рис. 2.1. Первая из этих подси­
стем, обозначенная на рис. 2.1 через (ptr<, полностью отражает 
динамику поведения системы, в то время как две остальные под­
системы, Xf*  и R t ' j  являются статическими и определяют лишь,.
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как текущее состояние системы и текущее значение ее входного 
воздействия преобразуются в значение выходной величины. Пер­
вая из этих подсистем определяется исключительно в терминах ф, 
и потому динамика системы вполне отражается этим единственным

Рис. 2.1.

семейством функций. Если нас интересует одна лишь динамика 
системы, мы можем все свое внимание сосредоточить лишь на се­
мействе ф.

Несколько более сильный результат получается в случае, 
когда система удовлетворяет условиям сильной неупреждаемости:
Теорема 2.2. Система является сильно неупреждающей тогда 
и только тогда, когда существуют такие семейство функций перехо­
да состояний ф, семейство выходных функций А. =  C t - ^ Y  (̂ )} 
и семейство производящих функций выхода \i =  {[Хц*: Ct X 
X X t v  У  что диаграмма

Mtt' Y{t')

коммутативна.



Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы совершенно аналогич­
но доказательству теоремы 2.1.

Этому результату соответствует каноническая декомпозиция 
системы, представленная на рис. 2.2. Здесь значения выходной
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Рис. 2.2,

величины зависят исключительно от текущего состояния и не за­
висят в явном виде от входного воздействия.

(Ь) Характеризация состояний как классов эквивалентности
Одно из назначений понятия состояния состоит в том, чтобы 

сфокусировать в себе всю предысторию поведения системы. Если 
две различные предыстории системы приводят ее к одному и тому 
же состоянию, то с позиций настоящего и будущего поведения 
системы они, очевидно, эквивалентны. Поэтому состояния системы 
в любой момент времени можно отождествлять с классами смеж­
ности, порожденными отношением экв|[валентности на предысто­
риях системы. Отношение эквивалентности, характеризующее 
состояния, зависит от используемых объектов состояний, и, обрат­
но, если задано подходящее отношение эквивалентности, то можно 
определить или сконструировать соответствующее семейство объек­
тов состояний и даже само пространство состояний.

Необходимо отметить, что здесь мы говорим об отношениях 
эквивалентности, определяемых исключительно в терминах пре­
дыстории системы. Их следует отличать от отношений эквивалент­
ности, определяемых для будущего поведения системы и исполь- 
зуемых для устранения избыточных состояний.

(а) Пусть ро — некоторая начальная реакция временной систе­
мы Л, т. е. Ро: Со X л У .  Текущее и будущие значения выходной 
величины у, системы однозначно определяются здесь парой «началь­
ное состояние — начальный отрезок входного воздействия» (сп, х*\ 
и задаются сужением =  ро (со, x  ̂-xt) \ Т,.

Это соображение подсказывает нам использовать пару «началь­
ное состояние -  начальный отрезок входного воздействия» (с„, х*) 
в качестве состояния системы в момент времени t, при этом допу­
стимость подобного выбора подтверждается теоремой 1.1 Иными 
словами, само произведение С# X Х‘ можно использовать в каче­
стве объекта состояний в момент времени t. Однако при этом
5 -0 2 9 6



не исключена возможность, что двум различным элементам (cq, л;') 
И (cq, х̂ ) будут отвечать одинаковые выходные величины системы 
в будущем. Но тогда в том, что касается поведения системы, нам 
не следует различать состояния (cq, х̂ ) и (cq, х )̂. Это соображение 
приводит нас к определению на Со X отношения эквивалент­
ности известного в литературе под названием отношения экви­
валентности Нвроде [2].

Предложение 2.2. Пусть ро — начальная реакция ^временной 
системы 5, и пусть, для каждого t ^ Т , си (Cq X X ) X {Cq х 
X Х^) есть отношение эквивалентности, такое, что

((Со, л  (Со, ^ ‘)) [ро (Со, x * ‘ Xt) I г ,  =

=  Ро  (Со, T f l

Т о г д а  н а й д е т с я  т а к о е  с е м е й с т в о  ф у н к ц и й  р  =  { p j :  C t  X  X f  Y f } ,  

ч т о  C t  =  ( С о  X  X ‘) I E \  п р и ч е м  р с о г л а с о в а н о  с  5  и  р е а л и з у е м о .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  То, что Е* — отношение эквива- 
лентности, очевидно. Пусть тогда Cf = {Cq X X^)IE^ =  ^1}»
а Pt: Ct X  F , удовлетворяет условию

p< ([co, хЧ, Xt) =  Po (Co, x*-xt) I T f

Ho так как включение ((co, x*), (Co, x*)) 6 влечет за собой равен­
ство

Ро (^0 , X* 'X f)  1 ~  Ро (Со, ^  1

при любых X t ,  функции Pt определены корректно. Заметим теперь, 
что условия согласованности (Р1) и (Р2)^теоремы 2.1 гл. II выпол­
няются очевидным образом и, значит, р согласовано с S. Анало­
гичным образом доказывается, что выполнены и условия теоре­
мы 1.1, ч. т. д.
Предложение 2.3. Пусть (р, ср) — некоторая динамическая систе­
ма, & Et a C t  X Ct — такое отношение, что

(сь Ct) ^ E t < ^  ('^xt) [pt {cu Xt) =  Pi (ct, X,)].

Тогда найдется такое взаимно однозначное отображение

F: (С о  X  CJEt,

что
F ([Со, X*]) =  [фо» (Со, х %
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку

1со, =  [Со, х ’*\ (Со, Е* (Со, х " )

• (V a : ( )  (Со (Со, з:*.X t )  \ T f  =  Ро{с'„, х ' * ■ X t ) \  1 \ )  с ф - 

■ i ^ ^ i )  ( P i  (Ф04 (Со, ^ f )  =  P t  (Фо/ (С'о, л " ) ,  Х * ) )  <?=>

• Ф04 (Со, х ‘) Etfpoi к , у * )

^  1Фо< (Со, ^ ')1 =  [фо< {с'о,

функция F определена корректно и является взаимо однозначным 
отображением, ч. т. д.

Два последних предложения подсказывают процедуру, с помо­
щью которой можно сконструировать приведенные (т. е. с исклю­
ченными избыточными состояниями) объекты состояний системы 
по заданной ее начальной реакции ро- Для этого нужно прежде 
всего ввести отношение эквивалентности t ^ Т} ж определить 
объекты состояний как Cj =  (Со X Х̂ )/Е*. Тогда реакции системы 
Pt- Ct X X f- ^Yt  удовлетворяют условиям

P t  (Cj, щ )  =  Ро (Со, X * ‘Х ^  I Т

где cj =  [со, х% Нетрудно видеть, что все pt вз^лне определяются 
этим условием, а в силу теоремы 1.1 семейство р ^ { р ,}  реализуе­
мо. Более того, предложение 2.3 означает, что С =  {С,; t  ̂ Т} 
представляет собой множество наименьших объектов состояний 
в том CMHCĵ , что, исходя из какого-то другого множества объектов 
состояний C f  и начальной реакции ро, мы после приведения этих 
объектов с помош,ью подходящего отношения эквивалентности E f  

(т. е. п(кле исключения избыточных состояний) можем установить 
между C J E t  и С( взаимно однозначное соответствие.

(р) Определенное выше отношение эквивалентности Е* вводится 
в том случае, если задана начальная реакция системы ро, т. е 
через посредство некоторого заданного объекта начальных состоя­
ний С„. Если же система является предопределенной, то ее приве­
денные состояния можно охарактеризовать с помощью отношения 
эквивалентности, определенного исключительно в терминах входных 
и выходных объектов, т. е. без введения в рассмотрение начальных 
состояний. В этом случае состояния определяются лишь через 
первичные понятия X и У, которые используются и для опреде­
ления самой системы S. Но на этом вопросе мы остановимся 
в гл. V.
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3. КОНСТРУКТИВНЫЕ основы ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 
В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ

(а) Конструирование пространства состояний и канонического 
представления

Пространство состояний можно ввести в описание системы 
непосредственно, предположив, что его роль будет играть некото­
рое абстрактное множество, удовлетворяющее необходимым тре­
бованиям, или же построить из ранее введенных объектов состоя­
ний. Общая процедура такого построения разбивается на следую­
щие этапы:

(1) Все объекты состояний агрегируются, например, с помощью 
операции объединения С = U Г} или с помощью декар­
това умножения С =

(2) В соответствии с перечисленными ниже условиями вводится
отношение эквивалентности сиС X С, которое должно удовлет­
ворять некоторым требованиям.

(3) В качестве пространства состояний используется либо само
фактормножество С1Е^, либо любое другое изоморфное ему мно­
жество С:

С ^  С1Е̂ .
Требования, упомянутые в п. (2), имеют следующий вид:

(i) (V [с]) (3 W]) (Vct) {ct б [с] ^  Ф,г (^f, xtt )̂ е W]),
(ii) (V [с]) {\fct) (V Ct) {ct 6 [с] &Cf^ M p, {c,, xt) =

=  9i{c't,  X t ) )

ИЛИ

(ii)' (V [c]) (\fct) (VdTr) (Va) {Ct e Id & C,. Ш  h  {cu a) -
=  "kt )̂)*

Условие (i) просто означает, что эволюция системы во вре­
мени при представлении в пространстве состояний должна выгля­
деть столь же «бесперебойной», как при представлении с помощью 
объектов состояний. Условие (ii) используется, когда система 
определяется своим динамическим представлением [т. е. парой 
(р, ф)], в то время как условие (ii)' применяется для к ам н и е- 
ского представления системы [т. е. при заданной паре (ф, X)], 
Если на объектах состояний задана какая-либо дополнительная 
алгебраическая структура (например, они являются линейными 
алгебрами, как это необходимо в случае линейных систем), то 
отношение эквивалентности, порождающее пространство состоя­
ний, должно сохранять эти структуры и на фактормножестве.
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Результаты, полученные выше с использованием объектов 
состояний, имеют очевидные аналоги и для случая представления 
систем в пространстве состояний. Особенно интересны в этом 
случае канонические представления.

Прежде чем говорить о том, как будет выглядеть каноническое 
представление в пространстве состояний, введем следующую систе­
му обозначений.

Пусть и Хц» есть множество входных воздействий.
Тогда можно определить отображение

потребовав, чтобы
iy^tv) 1 Т - - J.

Отображение jR--, мы будем называть оператором сужения. Для 
упрощения обозначений договоримся, что индекс этого оператора 
указывает на его кообласть, в то время как его область определе­
ния (т. е. множество моментов времени, на которое мы сужаем 
исходные функции) будет ясна из контекста. Этот же символ R  
мы будем использовать и для обозначения аналогичных операто­
ров, действующих над другими объектами, например над Y,  Ум', 
и т. п. Это значит, например, что отображение

Дг/. Y - ^ Y ^

представляет собой еще один оператор сужения, т. е. что

Условимся также использовать обозначение X -*■ X (t) для
оператора

Пусть теперь и — функция перехода состояний и про­
изводящая функция выхода соответственно, определенные на про­
странстве состояний, а и — аналогичные функции, опре­
деленные на семействе объектов состояний. (Как определять 
и lifff через (ptr и будет показано далее для каждого конкрет­
ного типа отношений эквивалентности.) Каноническое представ­
ление теперь определяется в терминах емейства функций пере­
хода состояний ф =  С X  Xft' ->• С} и отображений X =
=  { h :  С  X А  в } .  Диаграммы соответствующих декомпози­
ций приведены на рис. 3.1 и 3.2. Пара отображений Д*г})»
фигурирующая на рис. 3.1, действует на соответствующее объекты
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следующим образом:
( ф « ',  (с, X t f )  =  (ф « ' (с, Хц>),  Xtt’ {t'))

Hit в

Рис. 3.1. Рис. 3.2.

Теперь мы в состоянии полностью оценить важнейшую роль кано­
нических представлений. В этом случае динамика системы описы­
вается семейством преобразований множества С и множества 
соответствующих сужений входных воздействий Хц* в само С. 
И в области определения, и в области значений отображений 
фигурирует одно и то же множество С независимо от значений 
t ,  t' ^ Г; единственная разница между функциями перехода состоя­
ний и ф--, для разных временных отрезков состоит в соответ­
ствующих сужениях входных воздействий.

Теперь мы можем установить связь и с классическим понятием 
динамической системы, используемым, например, в топологиче­
ской динамике.

Любому входному воздействию х ^ X  общей динамической 
системы соответствует некоторое множество преобразований

таких, что
=  С ^ С } ,

фй' ~ I 1 X С,
Если пространство состояний удовлетворяет всем необходимым 
дополнительным требованиям, скажем оно является подходящим 
топологическим пространством, то семейство ф̂  называют динами­
ческой системой, поскольку оно полностью определяет эволюцию 
системы во времени при заданном входном воздействии х. Легко 
показать, что ф̂  удовлетворяет всем требованиям, предъявляемым 
к подобным преобразованиям в классической литературе; в част­
ности, оно обладает (полугрупповым) свойством композиции 
и свойством согласованности (см. [3]).

В заключение отметим, что полезность представления дина­
мических систем в пространстве состояний для изучения свойств 
временных систем определяется в основном следующими фактами:



(1) Эволюция системы во времени, ее динамика, при заданном 
входном воздействии полностью характеризуется отображениями 
пространства состояний С в себя.

(2) Значение выходной величины в любой момент времени полу­
чается с помощью статической функции, определенной на про­
странстве состояний, если система является сильно неупреждаю­
щей, или еще и на множестве текущих значений входного воз­
действия, если система является просто неупреждающей.

(Ь) Отношения эквивалентности, порождающие пространство ^
состояний, и динамические системы в пространстве состояний

Существует много отношений эквивалентности, удовлетворяю­
щих условиям (i) и (ii) из разд. (а) § 3, и, следовательно, для каж­
дого из них соответствующее фактормножество может быть исполь­
зовано в качестве пространства состояний. В этом параграфе мы 
познакомимся с двумя типичными отношениями эквивалентности, 
порождающими пространство состояний.

(а) Первый подход к определению отношения эквивалентности 
на множестве С опирается на использование выходной функции. 
Грубо говоря, мы собираемся считать эквивалентными любые два 
состояния, даже если они относятся к различным моментам вре­
мени, но при одних и тех же входных воздействиях приводят 
к одним и тем же выходным величинам. Более того, в этом случае 
функция перехода состояний будет определять всегда эквивалент­
ные состояния, если входные воздействия одинаковы. Точнее гово­
ря, мы собираемся ввести отношение

Е \ с С у.С, где С=^{]Си
t£T

такое, что

(с, сг) €£«<=> (Va) [Я, {ct, а) = Хг (cf, «)! =
xtr), ^й"))б£а1}- (3.5)

Обозначим через Е семейство всех отношений эквивалентности, 
удовлетворяющих условию (3.5), Е = ^  6 Тривиальное
отношение эквивалентности J  — {(с̂ , с̂ ): Ct 6 С} принадлежит 
этому множеству, и, значит, Е непусто. В общем случае условию 
(3.5) удовлетворяет много отношений эквивалентности. Семей­
ство Е можно упорядочить с помощью теоретико-множественного 
отношения включения s .  Для такого упорядоченного множества 
справедлива следующая лемма:
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Лемма 3.1 )̂. В множестве Е существует максимальный относи­
тельно ^  элемент Е^,

Д о з а т е л ь с т в о .  Пусть Р — произвольная непустая 
цепь из т. е. пусть Р есть некоторое линейно упорядоченное 
подмножество из причем Р мы заиндексируем с помощью неко­
торого множества 5 , а его элементы будем обозначать через 
Р е 5 . Пусть

^ 0 =  и 4 -  эев
Покажем, что принадлежит Е, Е̂  ̂ ^ Е. Поскольку для любых
Cj, Cf и Cf отношение Eq обладает свойствами

рефлексивности: (с,, C t ) e C x C  (с,, с<) 6 Ел для всех
Р € -В =4» (ct, Cf) 6 Eq; 

с и м м е т р и ч н о с т и :  (c j, С(») ^  E q = ^  (С(, C f )  6  Д л я  н е к о т о р о г о

Р 6 5  (C f, С() 6 (cj., Ct) 6 £ ’о!

т р а н з и т и в н о с т и :  (с,, с ,. )  е  £ 'о & ( С ( ,  с<.) £  с , . )  б

и (cj/, С(.) ^ Ер при некоторых р, р' 6 5* 
Но так как Р линейно упорядочено, то 
{си Cf) е Е ^  и (с,., Cf) е -Ер”, где р" =  Р 
или р" =  р' =>- (с,, cj«) g £'р (с,, Cj.) 6 ^ 0*

Отношение Eq есть отношение эквивалентности. Более того, для
любых {fit, Cf )

(Ci, С|')б■Ё'э для некоторого р^5=Ф
(V a) (Я( (с<, о) =  Я// (С{., а )) &

=Ф- (Vx(») [(ф«> (С(, ф((» {Cf, Xtf))  ^ £^р1}

= > (V a )  (Xt(ct ,  a) =  kt> (Cf, а ) ) &

{ t  =  f  ('iXtt") [(ф(Г (C(, Xtf ) ,  ф(С (C(', ж«-)) g ^ol}*

a значит, Eq принадлежит Е. Ho если любое линейно упорядочен­
ное подмножество Е, как было показано, обладает мажорантой, то,

Аналотичный результат справедлив и при более общих условиях. 
Пусть E<x.czC X С таково, что

(с„ Ct.) еЕ < ^ =^ Р  (с„ df.) & { t = t ' = ^  (Va) [Я, (Ct, а) =

=  Х,, (С(, о)] & (Vxtj') 1(Фн'(с„ Xtt"), *„„)) б^ос]),

где Р {cf, с /̂) ^произвольный предикат, такой, что Р {ĉ , с̂ ) истинно при лю­
бом Если Е есть семейство всех таких отношений эквивалентности, то 
для него справедлива лемма 3.1.
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согласно лемме Цорна, в Е существует по крайней мере один мак­
симальный элемент ч . т .  д .
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По-видимому, имеет смысл использовать максимальное отно-*
I]

как
шение эквивалентности и определить пространство состояний

С = С1Е\,

поскольку Е'^ определяет «самое приведенное» пространство 
состояний.

Посмотрим теперь, как можно определить вспомогательные 
функции для пространства состояний С и обеспечить их согласо­
ванность с соответствующими функциями, определенными для 
семейства объектов состояний. Обозначим через С!Е)^-^С% 
отображение

I Ct, если Ct^[c][\Ct, 
если [c][\Ct=0,

где с* — произвольный элемент из в общем случае различный 
для различных [с]. Теперь мы можем определить функцию перехо­
да состояний в пространстве С:

{CIEl)xX t t . -^CIEl ,

потребовав, чтобы

4>и ([с ], Хц.) =  [фн ( / ,  ([е ]), Xti)] .

Нетрудно видеть, что функция определена корректно. Что же 
касается справедливости для нее свойства композиции, то заме­
тим, что

(i)
(ii) Ct =  с; (Ci, Xtt>) =  (ptf {c'iXtt'),

согласно отношению (3.5), причем =  Cj означает, что (С(, Cf) 6 
eEi-,

(iii) If  ([cj) =  e, =?> ф«. (ct, хц ) =  щ  (It ([с,]), xtr)

1ФН' (c u  ^tt )] =  h t t  { I t  ( [ c t D ,  X u - )]

[ф»'(С4, Xtt>)] =  <?«• ([c,], Xtf). (3.6)
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Теперь мы готовы доказывать свойство композиции семейства ф. 
Действительно,

= [ф«" {It (И)» = (по определению)
=  [фгг (ф«' {It (М), ^гг)1 =  (в силу свойства

композиции ф̂ /̂)
Фгг {It (Н), ^w)\, Xrr) = (согласно (3.6)) 

(ф«'(Н,
а это значит, что ф обладает требуемым свойством композиции.

Определим теперь для пространства состояний выходную функ­
цию

I t :  ( C / E t ) x A - ^ B ,
потребовав, что

i t  ([с], а) =  It {It (И), а).
Поскольку Ct S  It  [cj, то

(Сь а) =  It {It ([cj), a) =  it ([̂ J, a), (ЗЛ)
как и требуется.

Подводя итог, мы видим, что, согласно (3.6) и (3.7) соответ­
ственно,

Фгг ([с<], Xtt’) =  [ф«< (cj, Xtt>)], 
a) =  ?vt (cj, a),

a значит, диаграмма на рис. 3.3 является коммутативной:

С X  X t , r
I X I

с ,  X  J t , ,

Рис. 3.3.



Таким образом, С =  С!Е\^ действительно может служить прост­
ранством состояний системы,! а отображения

С X С,

it: С X А В
являются для него функцией перехода состояний и выходной функ­
цией соответственно.

(Р) Другой способ построения пространства состояний опи­
рается на использование отношения эквивалентности, определяе­
мого с помощью оператора сдвига. По сути дела в этом случае 
эквивалентными (независимо от момента времени, к которому они 
относятся) считаются состояния, для которых поведение системы 
(т. е. соответствующие функции «вход — выход») отличается лишь 
сдвигом во времени.

Для того чтобы ввести это отношение эквивалентности, нам 
придется добавить несколько предположений:

(iii) множество моментов времени Т стационарно;
(iv) объект X  стационарен, т. е. для каждого t ^ Т

F* (X) =
где — оператор сдвига, определенный в § 3 гл. П. ^

Пусть С = [ }  С f  Определим тогда отношение а  С х С,
<6Т

потребовав, чтобы для t' ^  t
{Си с,') G (Vx,) ipt {Ct, Xt)) =  Pt. {cr ,  (л:»))1

и
{{t =  t') i^X tr) [(ф«» (Ci, Xu"), % r {Cf, Xtr)) e E i\) .  (3.8)

Обозначим через семейство отношений эквивалентности, 
удовлетворяющих условию (3.8). Тривиальное отношение эквива­
лентности {{ct, Ct): Ct ^ С} удовлетворяет этому условию, и сле­
довательно, множество Е^ {£'«: а ^ А}  непусто. Более того, 
условию (3.8) могут удовлетворять многие отношения эквивалент­
ности. Существование в Е^ некоторого максимального отношения 
эквивалентности Е^  доказывается точно таким же образом, как
я существование Е^-

Для максимального отношения эквивалентности пространство 
состояний отождествляется с соответствующим фактормножеством

С = С1Е^.
Реакция системы в момент времени

р^: С X X t - ^ Y t

3. коиструктивные основы представлений 75
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Pt (tc], X t )  =

д о л ж н а  у д о в л е т в о р я т ь  у с л о в и ю

P t (ct, X t ) ,  е с л и  ( З с , )  (с , 6  [с ]), 

не определена в противном случае, 
а функция перехода состояний

^  ^  ^ t t *—̂ ^
определяется следующим образом:

9 t i '  (c j,  х ц . ) ,  е с л и  (Э С ()  (с , 6  [с]),  

не определена в противном случае.ф(«' (W , Xt f )  =

Если мы хотим, чтобы pt и были полными функциями, их 
следует подходящим образом продолжить. При этом продолжен­
ная система должна сохранить основные свойства исходной систе­
мы, скажем ее линейность.

Каким из введенных выше отношений эквивалентности £« или
следует пользоваться для построения пространства состояний, 

определяется в конечном счете особенностями конкретной ситуа­
ции. Однако если оба отношения кажутся нам в равной степени 
пригодными, сравнение соответствующих подходов позволяет под­
метить следующее различие между ними:

(1) подход (Р) требует введения дополнительных предположе­
ний, а именно предположений (iii) и (iv);

(2) пространство состояний, сконструированное с помощью 
в общем случае больше пространства, порожденного отноше­

нием El.
Пространства состояний можно строить и с помощью других 

отношений эквивалентности. Замечательный пример мы получаем 
тогда, когда Т — метрическое пространство )̂. Однако он оказы­
вается частным случаем подхода (Р).

В заключение хотелось бы еще раз подчеркнуть, что мы рас­
сматриваем пространство состояний как вторичное понятие, а по­
тому необходимо следить за его согласованностью с той первичной 
информацией, которая содержится в парах «вход — выход», или 
его нужно конструировать так, как показано выше в этом пара­
графе. Часто понятие пространства состояний вводится априорп 
в само определение системы. Материал этого параграфа должен 
выяснить истоки этого понятия и условия, которым оно должно 
удовлетворять, даже если оно вводится а priori.

На самом деле здесь естественнее потребовать, чтобы Т было абелевой[ 
группой. Это предположение приводит к тем же результатам. — Прим. первб.
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(с) Коммутативная диаграмма вспомогательных функций
Взаимосвязи между различными вспомогательными функциями 

удобно представить в виде диаграммы, изображенной на рис. 3.4. 
Здесь стрелками обозначены отображения, а каждый замкнутый 
контур соответствует условию коммутативности соответствующих 
отображений.

На рассматриваемой диаграмме фигурируют вспомогательные 
функции ро, Pi, и Xf, операторы сужения R{t] и неко-

S c iA ^  у.
Ро

с  X

Ct X X , -

С, X X,,

Рис. 3.4.

■у(Г) с  х Х

С„х X*

i
С, X X,

Рис. 3.5.



с, X X,

= F,

с, X
1 ис. 3.6

Ct X ^tt'

1У%,

Cf X Xfi'

%>■

= F,

-̂----
C f  X X(t')

Рис. 3.7.

С*. X Х(Г)

nat X /

с  X X(t')

Рис. 3.8.

= ^4



торые КОМПОЗИЦИИ этих отображений F^ и Fi,, которые
определяются ниже.

Отображение F-̂  определяется алгебраической диаграммой, 
приведенной на рис. 3.5, где I  — тождественное отображение, 
а символ I  X Fiji должен указывать на то, что отображение 
осуществляется покомпонентно, т. е. его первая компонента отобра­
жается просто в себя, а вторая преобразуется оператором сужения.

Второе сложное отображение F<̂ определяется диаграммой 
на рис. 3.6. И снова I  х означает, что первая компонента
отображается в себя, а вторая сужается на Тц'.

Третье отображение F задается диаграммой на рис. 3.7, 
на котором — функция перехода состояний, а /  X Rт̂ ,̂ 
интерпретируется так же, как и на диграммах для F-̂  и F^,

Наконец, отображение F̂  определяется диаграммой на рис. 3.8. 
Здесь nat — каноническое отобрал^ение для отношения экви­
валентности E l .

(d) Конструирование представления в пространстве состояний
‘ Покажем теперь, как полученные ранее результаты связать 

между собой, чтобы получить условия существования различных 
вспомогательных функций и соответствующих представлений 
систем, а также как их можно использовать в рамках некоторой 
упорядоченной процедуры конструирования всего того необходи­
мого аппарата, который позволяет описывать общую временную 
систему в пространстве состояний.

На рис. 3.9 показана взаимосвязь между различными доказан­
ными ранее теоремами и условиями существования различных 
представлений системы. На каждом шаге вводится новая вспомога­
тельная функция, которая приводит кновому типу представления. 
Здесь же указывается и некоторая стандартная терминология, 
обычно связываемая с условиями соответствующих теорем.

Процедура построения пространства состояний намечена 
на рис. 3.10. Если мы исходим из заданного объекта начальных 
состояний Со, то она разбивается на три этапа:

;(i) Прежде всего для каждого t в качестве объекта состоя­
ний принимается Cq X т. е. Cf = Cq X  ХК

(ii) Затем образуется объединение всех построенных таким 
образом объектов состояний:

С=[) Ct.
_  t T̂

(iii) Наконец, в С определяется отношение эквивалентности 
и пространство состояний отождествляется с фактормноже­

ством С1Е^: С =  C/F^.

3. Конструктивные основы представлений 79
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Покажем теперь, как определять вспомогательные функции, 
соответствующие представлению, процедура построения которого 
приведена на рис. 3.10.

Условие Представление системы 

5 с X

Рис. 3.9.

Вспомогательная Функ1лия

Временная система

p,.C,xX^Y 
(начальная реакция)

р = {р,:С,х
(семейство реакций)

y = (y,,:C,xX„,»Q} 
(семейство функций 
перехода состояний)

Д = {А ,:С .х  J r(t)-Y (t)}  
‘ (семейство выходных 

функций)

9 = X -  С}
1 = {Д̂:С X Л -  В}

Этапа)

Этапао

ЭтапГиО

Рис. 3.10.

По заданной начальной реакции роГ С о х  X Y  реакция 
для момента времени t

Pti Cf  X



отвечающая объекту состояний С̂  =  X Х \  определяется через 
pQ следующим образом:

Р< (Ct, Xt) =  Ро (Со, I T t.  (3 .9 )

Ф у н к ц и я  п е р е х о д а  с о с т о я н и й  д л я  T f f  и  д л я  о б ъ е к т о в  с о с т о я ­

н и й  C t  —  С о  X  X *  ш C f  =  C q X  X * '

Ф ((»: C l  X  X j j » —>  Cl »  

определяется равенством

b f  ((Co. a:'), Xtt’)^ { c o ,  x*»xit'). (3.10)

Для того чтобы убедиться в согласованности семейства ф, опре­
деленного равенством (3.10), с заданным семейством реакций р,
заметим, что при заданном состоянии Cf =  (cq, х*)

Рг  (ф«' (Ct, —  ((Со, x*>Xu’), X,.) =

=  Ро (Со, X * » X tv X f)  I T f  =

=  (Po (co) X* •Xti’»Xt>) \ T t ) \ T t ’ =

Р<ХФо(1(со, X*), X ti-x,.)\T t* =  pt {cu Xtt’> X i.)lT f.

Семейство ф обладает и необходимым свойством композиции. Дей­
ствительно, при заданном Ci =  (cq, х )̂

Ф«'Г (Ф«' {Си Xtv), Xt-f) =  Ф,'Г ((Со, x^>Xff), Xft-) =

=  (Со, X*»Xtt.-Xt‘f ) ^

=  Ф<г((Со, X*), XtfXt-t").

Поэтому пара (р, ф), как она определена уравнениями (3.9) и (3.10), 
является динамическим представлением системы 5, согласующим­
ся с заданной начальной реакцией р̂ ,.

Выходная функция системы определяется снова в терминах 
семейства р:

к  (С(, l^t (<)) =  Pt {Си Xf) (t).

Наконец, выходная функция и функция перехода состояний для
пространства состояний С = С/Е^ строятся так, как описано 
в п. (Ь) § 3. А именно

С X

должна удовлетворять условию

(W, oott») = [(Ptf {It (W),
a

it- С X A В
0296
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определяется равенством
([^], CL) Цс])<, л),

где отображение Ifi С Сf таково, что
Ct, если ct^[c] П СгФ 0 ,

ef^Ct  в противном случае,
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а с* — произвольный элемент из C f  Как уже было показано 
в п. (Ь) § 3, определенная подобным образом пара (ф, Я) удовлетво­
ряет необходимым требованиям согласованности и обладает свой­
ством композиции, так что (ф, X) может служить каноническим 
представлением системы S в пространстве состояний.

В процедуре построения, намеченной на рис. 3.9 и 3.10, пред­
полагается заданной начальная реакция системы, т. е. объект 
начальных состояний. Различный выбор объектов начальных 
состояний может привести к различным пространствам состояний. 
Однако в случае предопределенных систем получается одно есте­
ственное пространство состояний и одно единственное представле­
ние в этом пространстве. К этому вопросу мы еще вернемся в гл. V.



Глава IV  

ЛИНЕЙНОСТЬ

Задача настоящей главы — выяснить, какое влияние на уже 
рассмотренные нами задачи оказывает предположение о линейно­
сти. Результаты этой главы выявят некоторые свойства систем 
гвязанные с линейностью, и мы будем использовать их в после- 
дунщих главах, когда речь зайдет о линейных системах.

1ак, лш установим здесь возможность разделить реакцию 
линейном системы р на две составляющие — реакцию на входное 
воздействие р, и реакцию на состояние р,. Затем мы разовьем для 
линеиных систем теорию реализации, опирающуюся на возмож­
ность такого разделения. При этом особый интерес для нас будет 
представлять реализуемость семейства реакций на входные воз­
действия Pj . Оказывается, что если линейная система является 
сильно неупреждающей, то р̂  реализуемо тогда и только тогда, 
когда оно эквивалентно семейству композиций двух отображе­
нии -  первого, отображающего входные воздействия в состоя­
ния, и второго, отображающего состояния в значения выходных 
величин. Если же линейная система еще и стационарна, то пред-

® композиции двух отображений принимает
форму, удобную для непосредственного практического применения 
^ ап ^ м ер , для систем, заданных дифференциальными уравнения­
ми). В самом деле, один из результатов (теорема 3.3 гл. IV), в кото­
ром сформулированы минимальные предположения, необходимые 
для того чтобы Pj можно было представить в виде композиции

требуемыми свойствами, свиде- 
тельствует о том, что ключевую роль здесь играют предположения 
о линеиности, а не о том, что система может быть задана диффе­
ренциальными уравнениями. диффе

Р^зУ^ьтаты, мы получаем возможность 
гтл Т ™  упорядоченную процедуру построения про­
странства состоянии для линейных систем. В отличие от случая 

системы эта процедура пе предполагает суще­
ствования заданного объекта начальных состояний, а использует

образом выбранное подмножество мно- 
® «вход -  выход», которое мы будем

называть алгебраическим ядром системы. Для любой линейной
6 *



системы пространство состояний, построенное с помощью такого 
алгебраического ядра, является единственным. Более того, в опре­
деленном смысле такое пространство состояний оказывается и ми­
нимальным.!

1. ЛИНЕЙНЫЕ ВРЕМЕННЫЕ СИСТЕМЫ

Линейность — весьма важное свойство системы, поскольку оно 
позволяет делать выводы относительного поведения системы для 
всего класса входных воздействий, основываясь на том, как она 
реагирует лишь на некоторые из них. Для того чтобы систему мож­
н о  было считать линейной, необходимо, во-первых, чтобы на всех 
входных объектах была задана подходящая структура и, во-вто­
рых, чтобы преобразования, осуществляемые этой системой, 
в определенном смысле сохраняли эту структуру, так что анало­
гичной структурой будет наделено и выходное множество.

Вспомним определение (полной) линейной системы, приведен­
ное в гл. II. Система S d  X X Y  называется линейной тогда 
и только тогда, когда X n Y  — линейные алгебры над одним и тем 
же полем скаляров а 5 удовлетворяет следующим условиям:

(Vs) (Vs') [s ^ S & s' ^ S s +  s' ^ S]^
(Vs) (Va) [a ^ J l& s  ^ S a*s ^ S].

Если X и У — временные объекты, то обычно алгебраические 
операции определяются в X и через линейные структуры алфа­
витов А и В, Например, для X

х'' = х +  х' (V0 1х" (t) = x { t ) +  х' (t)], 
х' = ах (V0 W  (t) = ах (^].

Аналогичным образом задается операция в алгебре Y.  Далее мы 
всегда будем предполагать, что операции в X и Y  заданы именно 
в смысле определения (4.1).

В связи с этим мы можем уточнить определение линейной
системы.
Определение 1.1. Пусть 5 —некоторая временная система, и пусть, 
Кроме того,

(i) А я В — линейные алгебры над одним и тем же полем 
с1саляров Ji;

(ii) X —линейная алгебра относительно операций +  и •, 
причем

т  [{х +  х') (О =  X (О +  х'(01,
(Va) [(а*а:) (t) =  а-ж (t)].

Аяаяогичными свойствами обладает и линейная алгебра Y,
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Система S называется (полной) линейной системой тогда 
и только тогда, когда

(iii) {х, у) ^ S &. {х, у) ^ S {х X, у +  у) ^ S,
(iv) (х, у)вЗ&ав-^=> (« .̂ осу) €

Мы будем предполагать также, что объект X  замкнут относи­
тельно операции сочленения (определение 2.3 гл. II), а это уело- 
вие благодаря линейности X  можно выразить в следующем виде:

(v^) (хе  е X).
в  самом деле, предположим, что X  удовлетворяет этому условию, 
и пусть X и X — два произвольных элемента из X.  Тогда х*^0 ^ X 
и О G по определению. Но так как X — линейная алгебра, то 
X — О =  О ^ X  и, следовательно, х ^*0  +  О • 6 X ,
что совпадает с условием полноты объекта X  в том виде, как оно 
сформулировано в определении 2.3 гл. II.

Для линейных систем удается получить некоторые более глубо­
кие и более конкретные результаты. Это объясняется, естественно ,̂ 
тем, что мы наделили объекты системы дополнительной линейной 
структурой. В этой главе мы будем придерживаться того же пла­
на, которому мы уже следовали при изучении общих временных 
систем в предыдупщх главах. Однако результаты, которые уста­
навливаются для линейных систем, нельзя рассматривать как 
непосредственную конкретизацию более общих результатов, 
поскольку теперь должны выполняться некоторые дополнительные 
условия (например, требование линейности объектов состояний 
или пространства состояний). Более того, нам придется устано­
вить некоторые специальные факты, верные лишь для линейных 
систем (скажем, реализуемость сильно неупреждающих систем).

2. ДЕКОМПОЗИЦИЯ РЕАКЦИЙ СИСТЕМЫ:
РЕАКЦИЯ НА ВХОДНОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ
И РЕАКЦИЯ НА СОСТОЯНИЕ

Как уже было показано в гл. II, реакцию линейной системы 
можно представить как результат композиции (относительно алгеб­
раической операции в Y)  двух функций, описывающих по отдель­
ности реакцию системы на состояние и на входное воздействие- 
Другими словами, общая реакция системы является суммой двух 
таких отдельных реакций. Такое разделение реакций возможно, 
естественно, и для линейных временных систем.

Определение 2.1. Пусть S cz X X Y  — линейная временная 
система, а ро — отображение С о х  У. Это отображение назы­
вается линейной начальной реакцией системы S тогда и только
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тогда, когда
(i) Ро согласовано с 5, т. е.

(ж, у) е 5 (Зс) [у =  Ре (с, Z)];
(i|) ^0 — линейная алгебра над полем ^4;

(ш) найдутся два линейных отображения Рю: С л Г  
и Рао: А У, такие, что для всех (с, х) ^Со X X

Ро (̂ 1̂ х) =  Рю (с) -f- р20 (х). 
в этом случае Со называют линейным объектом начальных со­

стояний, отображение рк,: C q - ^ Y  — реакцией на начальное со­
стояние, а Р20: X - ^ Y  — начальной реакцией на входное воздейст­
вие.

Обратите внимание на разницу между начальной реакцией 
общей временной системы и линейной начальной реакцией. В пер­
вом случае мы требовали лишь выполнения условия (i), а во вто­
ром добавили еще и условия (ii) и (iii).

Из теоремы 1.2 гл. II мы получаем сразу же следующее пред­
ложение:
Предложение 2.1. Временная система является линейной тогда 
и только тогда, когда для нее существует линейная начальная 
реакция.

Семейство реакций линейной системы определяется очевидным 
образом:

Определение 2.2. Пусть S  — некоторая линейная временная 
система. Семейство линейных отображений р =  {р,; Cf X X f ^  
-►У,} называется семейством линейных реакций системы S в том 
и только в том случае, когда р согласуется с 5, т. е. при любом 
t 6 Т отображение pt является линейной начальной реакцией 
для St.

Определение 2.2 показывает, что любую линейную начальную 
реакцию системы можно разложить на два таких отображения 
Ри-' C f - ^ Y f  и Pat: X f ^ Y f ,  что

Pj (Ct, Xf) =  Pij (C() -b pjj (Xt).
Отображения p̂  ̂ и pj< будут называться соответственно реакцией 
в момент времени t на состояние системы и ее реакцией на 
входное воздействие.

Теперь из теоремы 1.2 гл. II мы получаем следующее предло­
жение:

Предложение 2.2. Для каждой линейной временной системы суще­
ствует семейство линейных реакций.
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Наконец, можно определить что мы будем называть линейной 
динамической системой.
Определение 2.3. Пусть S — некоторая линейная система, а р — 
ее семейство линейных реакций. Система S называется линейной 
динамической системой (т. е. для нее существует линейное дина­
мическое представление) в том и только в том случае, когда для 
любых t, t' ^ Т существует такая пара мнейных отображений 
Фис'- C t - ^ C f  и что_(р, ф ) является динамиче­
ским представлением системы 5, где ф — семейство отображений 
<Ptf (с<* ^«') =  Фи«' М  +  Фг»'

P i ' (ф « * (Ct, ^и»)» аГ|.) =  Pt (С(, ^ t )  \ T i ' ,  

ф * ' » ' { ф < ( ' ® и ' ) »  з :/ '/ ')  = ф й ' (c j,  Х ц ‘),

фН (С(. Xit) =  Ct.

3 , ТЕОРИЯ РЕАЛИЗАЦИИ

Проблема реализуемости для линейных систем совершенно 
аналогична проблеме реализуемости для общих временных систем 
и отличается от последней лишь тем, что первоначально заданная 
реакция системы (динамической реализуемостью которой мы инте­
ресуемся) является теперь линейной и на самом деле определяется 
парой своих компонент и р̂ . Кроме того, для реализуемости 
линейной динамической системы необходимо, конечно, чтобы 
пстняйннми были и отображения из семейства ф, т. е. чтобы выпол­
нялись условия определения 2.3. _

Условия согласованности и условия реализуемости для р при­
ведены в теореме 2.1 гл. II и теореме 1.1 гл. III, где они сформули­
рованы для случая общей временной системы. Но, как уже отме­
чалось выше, эти теоремы нельзя распространить непосредственно 
на случай линейных временных систем. Тем не менее некоторую 
полезную информацию из них можно извлечь и для линейного 
случая _

Что касается реакции на состояние, т. е. pi, то особый интерес 
представляет случай, когда входное воздействие тождественно 
равно нулю, т. е. ж, =  0. В этом случае условия (Р2) и (РЗ) при­
нимают следующий вид;

(Vc,) (Vx„0 (Зсг) (Pir (ct )= P t (•., 0) 1 U ) , (4.2)
(VC|') (3c<) (Bxj.') (pi<»(c ) =  pt (c(,a;«**0)| Tf). (4.3)

Условия (4.2) и (4.3) мы будем называть условиями согласован­
ности реакций на состояние. С содержательной точки зрения эти 
условия означают следующее. По определению, для любых 
(с,, х«») система реагирует на пару «вход — состояние» (С(, x jt'-О)



так, что начиная с момента времени t' ее выходная величина yi' 
совпадает с ^«'*0) | Поэтому условие (4.2) означает,
что для любой такой пары всегда найдется такое состояние 
что реакция системы на пару 0) совпадет с Условие же (4.3) 
требует дополнительно, чтобы Cf» содержало только такие сос­
тояния.

^Переходя к реакции системы на входное воздействие, т. е. 
к Рз, заметим, что здесь особый интерес представляет поведение 
системы при Cf = О и хц» =0, а тогда условие (РЗ) выражается 
следующим образом:

(Эс(.) (Va;,.) (pj: (cfi, ж„) = р , (О, О.а;,.) | Г,.)-
Поскольку pj линейна, справедливы равенства р(. (с,., 0) =  
=  pt (О, 0) I Т’,' =  О, так как Xf  =  0. Следовательно,

(Vxj') (р2(* (Ж{>) =  p2t {0»Xf) I T f). (4.4)
Условие (4.4) мы назовем условием согласованности реакций 

на входное воздействие. Оно требует, чтобы входное воздействие, 
тождественно равное нулю на некотором отрезке времени, никак 
не сказывалось на будущем поведении системы, что и отражается 
в свойствах ее реакции на входное воздействие. Другими словами, 
если входное воздействие на систему таково, что вплоть до неко­
торого момента времени t' оно тождественно равно О, т. е. Х( =  
=  О х(/, то сужение соответствующей выходной величины на отре­
зок времени, следующий за t ' , pj  ̂ {O-Xf) \ Tf ,  должно совпадать 
с реакцией системы для момента времени t' на входное воздей­
ствие Xf.  Заметим, что в общем случае

P2i' (Xf)¥-9n(^tvXt^)lTi..
Согласованность семейства р для случая линейных временных 

систем можно теперь охарактеризовать с помощью только что 
введенных условий согласованности.

Теорема 3̂ 1. Пусть X я У  — линейные временные объекты, XczA'^, 
S  ^  ~  t- t ^ — семейство линейных пространств,

Pi. р2 — два семейства линейных отображений, р1 =  {р^: У<}
и Рг =  {p2f- и
Р =  {р(- Cf X У, & ( V  (Cf ,  Xf)) [p, (с ,, Xf) =

=  Pi( (C() +  Pat (xt)]}.
Предположим, что удовлетворяет условию согласованности 
реакций на входное воздействие, т. е. для любых t ^  f

li^x,>) \p2t’ {Xf) =  Pat (0.x,-) I Tf\.
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Тогда для существования линейной системы S cz X X Y,  такой, 
что р  является для нее семейством линейных реакций, необходима 
и достаточно, чтобы р удовлетворяло условиям согласованности 
реакций на состояние, т. е. чтобы при любых t ^  t'

(i) (V  (ct, X ft-)) (З сг) (Р к ' (е<') =  Pt (Cj, x , f O )  I Tf>)
Vf

( ii)  (V cj.) (3  {c t, Xtt>)) (p it- ic t ')  = p t  (c ,, X tf 'O )  \ T v ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S  =  S%. Докажем сначала 
достаточность. Предположим, что (Х(, i/j) | 6 *5/ I Tt> при t ^  t ' .
Тогда, согласно определению , yt =  Рк (cj) +  p^t (xt) при неко­
тором Ct ^ Сf. Следовательно,

Ut \ ^ t ‘ =  (Pit (ct) +  Рг< (xt)) I Tf> =
=  (pit (Ct) +  p2t (^ti' *0) +  p2f (0 'Xt̂ )) I T r =
=  (Pk ( t̂) +  Pit (xtf *0)) I T f  +  p2t (0 ’Xf)  I Tt'.

И8 условия (i) следует, что yt \ Tt- =  Pu' (Cf) +  Pn'  (xf) для 
некоторого Cf  6 Cf  и* значит, (xt, yt) 1 ?’t' 6 St>, или St \ T f  s  
E  5?». Предположим, что (xf ,  yt') € Sf'. Тогда y^ = Pu' (ct-) +  
+  P2t'(^(') для некоторого Cj- 6 Ct'. Из условия (ii) вытекает, что» 
при некоторых С( 6 и Xft' 6

Pit' (cj') =  (Рк (C() +  Рг( (xtt“ 0)) I Tt'.
Поэтому

yt' = (Plt (<̂t) +  P2t (XtfO)) I T’(»-j-p2i(0-X(») I =
=  (pit (ct) +  p2t (xtt' • Xf)) I Tf.

Следовательно, (xt>, yt>) в S? \ Tf’ или S f  s  Sf  | T f .  Объединяя 
выводы первой и второй частей доказательства, убеждаемся, что 
S f  =  Sf  I T f  для любых t и, значит, |

Докажем теперь необходимость. Заметим, что если при любых 
t в Т справедливо равенство S? =  5^ | Tj, то S f  =  | Tt'
при любых t ^  t'; верна и обратная импликация. Действительно^ 
из равенств S^ = S^ \ Tt и Sf' — S’S 1 вытекает, что 

5 ? |r i .=  (5o47’t) |7 ’t' =  *Sg| Tf=S?, .

Предположим, что iS?'=5tl 7’t' справедливо для любых 
Тогда

(Va:j) (Vct) (3c(<) (pi<< (ct') + P2t' î i') = (Pit (̂ t) + p2i (■̂f)) I Tf'), 
где Xf -=xt 1 Tf. Значит,

i^xtf){^ct) {3ct,)(pu'(ct') =̂ {Pitict) +  Pn{xtt'‘0))\Tf).
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Б о л е е  т о г о ,  в  с и л у  т о г о ,  ч т о  ,5?, Т , . ,  м ы  и м е е м

{ ' ^ X v ) { M C i * ) ( 3 X t f ) { ^ C i )  (рцг  ( С г )  +  р2Г =

^ ( P u { C t )  +  p 2 t { X t r * X f ) )
й потому

(Vc<.) (За:«.) (3c0(Pi<'M  =  (pit(Ct) +  Pat(a:<e..0))l ч. т. д.
Сформулируем теперь основной результат теории реализации 

для линейных систем:

Теорема 3.2. Пусть X и Y  — линейные временные объекты, 
X с  и^У С  =ч {C f i Т} — семейство линейных про­
странств, Pj и Ра — два семейства линейных отображений, pi =  

{р1<* ^ t }  ^ Р2 {р2<* и
Р “"{Р<* ( ' t X X t - ^ Y f & {  V (ct, Xi)) [р (c tf X t ) = p i f  (с^) +  Ра/ (a^t)]}.

Семейство р реализуется линейной динамической системой (т. е. 
существует тако^ семейство линейных функций перехода состоя­
ний ф, что пара (р, ф) представляет линейную динамическую систе­
му) в том и только в том случае, когда р удовлетворяет одновре­
менно условию согласованности реакций на состояние и условию 
согласованности реакций на входное воздействие, т. е. когда для 

любых t, Г е т
(i) {(V {Си хи>)) (Зс,.) (ct.) =  р, {Си XW • 0) 1 ТА

&  (V c ( . )  (3  (c j ,  xt t>) )  lP i (  ( c r )  = * P (  (c<, x t f  0 )  I f, '|  ]} ,

(ii) (V a :,0 1рг«'{X f )  = p j ,  (Q.arj.) | Т А -

_ Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с необходимости. Пусть 
(р* ф) — линейная динамическая система и р =  {р̂ } — ее семейст- 
гво линейных отображений, описанное в теореме 3.2. Тогда

P i ' (ф й ' (Cft X t f ) ,  X f )  =  P it»  (ф « *  (Cj, X t A )  +  P2#' { x A  =

—  P K '  (ф1*4' (Ct ) )  +  P i t '  (ф 2 « * {Xi t ' ) )  +  P it*  { X f )
и

Pi {Cf Xf )  I ? '<•*=  Pit (Ct) I rt* +  Pat ( Xt )  \ T t >  —

=  P i i  ? ’< '+ P 2 t  { x i f ‘ 0 )  i 7’t» 4 *P 2 t  ( 0 ‘ ^ i ' )  I T f .

H o  т а к  к а к  р а в е н с т в о  p t ( c f ,  a^t)! 7’/• = ;p f» (ф t f*  (Cf, Хц>) ,  x t >)  в ы п о л ­

н я е т с я  п р и  л ю б ы х  Ct, Xtt’ и  Xt', TO

P2i’ {xA ’̂ Pu{0'Xt-)\Tt' ,  если Cj =  0 и а:,*.= 0.
A это значит, что {pt} удовлетворяет условию согласованности 
реакций на входное воздействие. Но тогда из теоремы 3.1 следует, 
что выполняется и условие согласованности реакций на состояние.
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Перейдем теперь к доказательству достаточности. Прежде всего 
рассмотрим случай, когда рц при каждом t ^ Т является взаимно 
однозначным отображением и, следовательно, для p ĵ: С<->-

Pit (Pt) существует обратное отображение р1?._Для доказатель­
ства реализуемости нам нужно показать, что (i) р =  {р,} действи­
тельно является семейством реакций системы; (ii) построить семей­
ство линейных функций перехода состояний {ф»'}; показать, что
(iii) согласуется с {р(} и обладает свойством композиции.

(i) Поскольку {р{} удовлетворяет условию согласованности 
реакций на состояние и условию согласованности реакций на вход­
ное воздействие, согласно утверждению теоремы 3.1, оно является 
семейством реакций.

(ii) Пусть ф1й»: Ct Cf  таково, что
Ф1и'(с0=р1? (Pit (с») I Г,.).

Отображение Фl̂ '̂ определено корректно, поскольку из условия 
согласованности реакций на состояние вытекает, что рц (с,) | Tt> =  
=  Ри' (c f) для некоторого или рц (с,) | Tt> € Pit'(<^*') ДЛя лю­
бых С(, а взаимно однозначно.

Определим ф2^t': ^  С,» с помощью условия
Ф2«' (««') =  РГ?» (p2t (а:и'*0) I Tv).

Отображение также определено корректно, поскольку из
условия согласованности реакций на входное воздействие выте­
кает, что pjj ( x t f O )  I 6 Pit' { C t ' ) -  A так как оператор суже­
ния линеен и оператор, обратный к линейному, также линеен, то 
линейны функции фщ< и Фа(е', а потому и ф((», где

ф«' (С(, Хи>) =  (put’ (Ct) -Ь ф2«' (Xtf).
(iii) По построению семейств {pj и {ф*<»}, а также в силу 

согласованности реакций на входное воздействие

Рг(ф«/'(С<, Xtr), Xt-)=Pit’ {(Pu'{Ct, X„.)) +  P2r{Xf) =
— Pit' (ф1<(' (Cf)) +  Plt' (ф2t<' (^«')) +  P2f' {Xf') =*
=  P i t  (Cf) I Tf r  +  P i t  ( Xf t ' ^O)  I T f - \ - p 2 t  ( O ' X f ' )  I T f —  

=  P t ( c t ,  X t ) l T r .

Значит, семейство {ф«<} согласовано с {pj}
Поскольку семейство р приведено (или рц — взаимно одно­

значное отображение), теорема 2.2 гл. II применима к данному 
случаю. Но тогда {ф1(-} заведомо обладает свойством композиции, 
я потому {ф(1'} — искомое семейство функций перехода состояний.

Вернемся теперь к рассмотрению общего случая, когда p ĵ 
не обязательно должно быть взаимно однозначным отображением.
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Определим на объектах состояний отношения E f  cz  С t X 
потребовав, чтобы

{Ct, ci) Pit (ct) =  Pit (c't).

Нетрудно убедиться в том, что отношение Et есть отношение кон­
груэнтности )̂. Обозначим через CjEt =  {fcj} фактормножества 
относительно этих отношений и заметим, что они являются линей­
ными пространствами в очевидном смысле. Теперь для любого t 
линейные отображения pî * C jE t-^ )^ t  вполне определяются усло­
виями Pit ([cj) =  Pit поскольку Ef — отношение конгру­
энтности. Легко показать, что {р̂  =  (рц, p2t)} удовлетворяет 
условиям согласованности реакций на состояние и на входное 
воздействие, если этим условиям удовлетворяет семейство (р  ̂ =  
=  (pit, p2t)}« Поэтому мы можем построить семейство функций 
перехода состояний согласуюш;ееся с {р^}. Но теперь нам
останется сделать всего два дополнительных шага:

(i) построить семейство функций перехода состояний 
соответствуюш;их {р̂ };

(ii) показать, что {(pt, Ф^г)} — линейная динамическая 
система.

Первый шаг. Пусть CtlEt->- Ct — такое линейное отобра­
жение, что |Xt 6 [Cf]\ его можно построить тем же методом, 
которым мы пользовались в процессе доказательства теоремы 1.2
гл. П. Будем писать \i вместо |х̂  всякий раз, когда смысл этого
обозначения ясен из контекста. Теперь семейство функций пере­
хода состояний можно определить с помош,ью условий

Ф1Н' (С{) =М- (ф1«' ([с<])) для Фис: Ct -> Cf ,
f̂2 U’ = I*'(Ч>2Н'i^tt')) для Щи'- Xtt> Cf.

Второй шаг. Для этого нам достаточно показать, что опреде­
ленное выше семейство {ф̂ '̂} обладает свойством композиции 
и согласуется с {р^}. Заметим прежде всего, что, согласно опре­
делению Pit и 1сf],

Р к  (fA ( [ c j ) )  =  P i f  ( [ c t D  (4 . 5)

И

[ji ([cj])] =  [cj. (4.6)
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Теперь нетрудно показать, что
Р< (с<, a:t) =  p t  ([с,1, ж ,) (4 .7 )

И ^

ф«'(с«, xtt>) =  (i xtf)). (4.8)

Теперь мы приступим к доказательству согласованности: 
Ре'(фй'(С(| ж«')* 3^f')=Pt'(M'(9<i*([C(l» *«'))> ^t»)= (® силу (4.8))

=  Pit» (|Л (ф й» ([С (1 , Xtt'))) +  P2t' =

=  pit' (W dcfl, «„.)) + p2('(a;r)=  (в силу (4.5)) 
=  Р « ( М ,  X t ) \ T t ^ ^

=  P t ( c u  X t )  I T t>  (b  силу (4.7)).
Аналогична» доказывается и свойство композиции:

ф('<”(ф«'(с«, а̂ й')* ®«'г) =  Ф<'г(М'(ф«'(М» ^»'))« ^<'г) =
(в силу (4.8))

=  fA(W(l^i(?H'([Ctb ж,,.))], а;«'г))= (в силу (4.8)
=  Ц(Ф<'<« (фи'(1с«], ЖйО, а;«'г))= (в силу (4.6))
=  (ФК' (led, x,t^)) =  Ф4Г {Си Xtr) (в силу (4.8)),

ЧТО и требовалось доказать.
Давайте теперь кратко сравним условия реализуемости для 

общей временной системы и для линейной временной системы.
Говоря об условиях согласованности р с временной систе­

мой 5, мы должны сравнить между собой теорему 2.1 гл. II и тео­
рему 3.1. Предположим, что выполняется условие (i) теоремы 3.1,
т. е. что

(ic,)  (Vx') (Зс,) (Рх, (с) =  (Рю (Со) +  Р20 (^‘ -0)) I Тг. (4.9)
Объединяя тогда условие (4.9) с условием согласованности реак­
ций на входное воздействие, мы получим, что

(Vco) (Vx') (Vx,) (ЗсО {ри (ct) +  Ри (xt) =
=  (Pio («̂о) +  р20 (x*‘xt)) I Tt),

a это равенство в точности совпадаете условием (Р1), сформули- 
рованчы\1 в теоремз 2.1 гл. II. Аналогично можно получить и свой­
ство (Р2) из условия согласованности реакций на ^стояние.

Переходя к условиям реализуемости свхмейств^р, мы должны 
сравнить теорему 1.1 гл. III и теорему 3.2. Если р удовлетворяет
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условию согласованности реакций на входное воздействие, то 
из условия (i) теоремы 3.2 следует (РЗ). В действительности 
из условия (i) теоремы 3.2 вытекает, что

(V ct) ( V x „ 0  (3ct.) (р ,. (с ,,, 0) =  р , (С(, I T f ) .

Но так как (VarjO (ргс (Х(-) =  Рг< (0-а:«) | то
(Vct) (Va:„0 (3ct-) (Vx<.) (р<. {cf, Xf) =  p, (c<, Xw-Xf )  | Tt>),

a это и есть условие (РЗ).
Все это позволяет нам заключить, что условия реализуемости 

для линейных систем почти ничем не отличаются от аналогичных 
условий для систем общего вида. Однако в том виде, в каком они 
были сформулированы в настоящей главе, они более удобны для 
применения в линейном случае, поскольку теперь они сформу­
лированы по отдельности для двух важнейпшх с точки зрения 
линейной теории составляющих реакций, в результате чего одна 
группа условий относится к pi<, а другая — к pj*. Этим фактом 
мы еще воспользуемся далее, рассматривая вопрос о естественной 
реализации линейных временных систем.

Предыдущая теорема может быть использована также и для 
^шения вопроса о реализуемости компонент реакции pi и р .̂ 
Например, предположим, что задано семейство реакций на вход­
ное воздействие. Тогда pj можно считать реализуемым в том и толь­
ко в том случае, j to ^ a  найдется такая реакция на состояние рх, 
что реализуемо (р ,̂ р )̂. Из теоремы 3.2 тогда вытекает, что р* 
реализуемо тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет условию 
согл^ованности (ii) и, более того, существует такое отображе­
ние Pj, что выполнено условие (i) (в котором фигурируют обе 
компоненты р̂  и рг).

Если система удовлетворяет условиям сильной неупреждаемо- 
сти, мы можем получить более сильные и специфические условия 
реализуемости:

Теорема 3.3. Пусть "pj =  jp^,; X, Fj} _  семейство линей- 
ных отображений. Семейство р2 реализуемо сильно неупреждаю­
щей линейной системой (т. е. оно является семейством реакций 
на входное воздействие некоторой сильно неупреждающей линей­
ной динамической системы) тогда и только тогда, когда

(i)  ̂ р2( (Х() (т) =  p2j (xtt • 0) (т) при любых т >  t (условие 
сильной неупреждаемости),

(ii) ^ существуют'два таких семейства линейных отображений 
® {^tt - что при любых i ^ T ,

Р а /  (3" t / ' ‘ 0) (г)  =  I G f t ’ ( x j i - ) ] ,
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где Git* удовлетворяет условию
(iii) (О G^r  Для  ̂ <  Г.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства достаточ­
ности. Для этого проверим выполнение условий согласованности 
реакций на состояние и на входное воздействие. Заметим, что 
из условий (i) и (ii) следует, что =  Ри (т) =
=  ^xx*Gu{xtx)- Но тогда для всех т ^  f

{P2t (О • xt )̂ 1 Tr) (т) (О. xr) (т) =  F , , .С,, (О. хг.) =
— Р%х • ̂ <4 {Xt>x) =  р2Г ) ('*') >

И, следовательно, условие согласованности реакций на входное 
воздействие выполнено.

Определим теперь р̂ о \ Tt- так, чтобы

(Рго I ^ t )  (Xot) =  Р 20 * 0) I T f.

Тогда мы получаем следующую диаграмму:

^ot
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где Cf i^ot)- Покажем теперь, что существует Tai:oe липей-
пое отображение pi<: которое делает эту диаграмму ком-
мутативной. В самом деле, для любых т t

i^ot) “  ^ot (Xot) Fix*GQi (xqi) =  Ftx*GQf (x̂ t) =>

P 20 ( ^ o fO )  W  =  P20 (^o«*0) (x),
И, значит,

^ o t  ( x o t )  —  Got  (Xqi)  P20 (^ o t * 0) \ T f  =  P20 \ '^t ^

(p20 I ^ t )  (^Ot) ^  (p20 I ^ t )  ix^ i)*

Более того, по предположению отображение Gq сюръективно* 
Поэтому pi<: можно определить условием

Pi# i^t)  —  (Р20 I t) (^ O t)i



где Cf — Gqi (xot). Пусть теперь ^ и Xii» ^ произвольны. 
Тогда
 ̂Pit ( t̂) +  p2t I = (p2o (^ofO) I + P 20 (0*л:«'*0) I Tf) I Tf» =

=  P20 I “  P k '  (^ r )»

где ct' = Goy {xofxtt'). Если же Cf — прэизвольныа элвизнт из 
то

Pir м  =  р20 (^ог • 0) I Tt' = угд̂ е Cf =  Gqv (%'))
=  ((р20 (^0t*0)+P20 (0*Xtt'»0)) I Tt)l Tt» =
=  (plt ( t̂) +  P2t *0)) I Tf ,

где Cf =  Got {xot), И, значит, выполнено и условие согласованности 
реакций на входное воздействие, а сильная неупреждаемость 
является прямым следствием условия (i) теоремы 3.3.

Перейдем к доказательству необходимости. Предположим, что 
{(Р^ Фег)} — сильно неупреждающая динамическая система, 
семейство реакций которой на входное воздействие совпадает 
с семейством {ргЛ, заданным в формулировке теоремы.

Тогда условия реализуемости означают, чтобы для каждого 
6

*0) \ — Р1Г(Ф2«'
Положим теперь G^» {хц') =  ф2«  ̂ (хц») и (Cf) =  (ct) (т). 
Тогда при X

P2 t (xt fO)  (т) =  Ft^x^Gtf {Xff),
Из сгойства композиции семейства (рцш вытекает, что

Ф2*Г {0*Xfr) =  ф '̂Г (ф2«* (0)» =  Ф2«*«* (^гг)»
или Gft'  ̂ {0*Xt'r) = Gft>> {xt'r). Наконец, из условия сильной
неупреждаемости следует, что для t

P2t i^ t )  ( t )  == P 2 i { x tx *0 )  ( t ) ,  Ч. T. Д.

Условие (ii) предыдущей теоремы показывает, что эффект 
входного воздействия на систему на промежутке [̂ , t') всегда 
может быть разложен на две составляющие: (1) изменение состоя­
ния системы на протяжении этого промежутка времени [t, f )  
под непосредственным влиянием входного воздействия Хц»;
(2) свободная эволюция состояния, следующая за этим промежут­
ком времени, и ее преобразование в значение выходных величин.

В частном случае, когда система описывается системой линей­
ных дифференциальных уравнений, нетрудно видеть, что условия
(i) и (ii) всегда выполнены. Например, предположим, что Gu 
описывается уравнением

С г  =  G t r  ( X t r )  =  j  ^  (<^)
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Если X (о) =  О на пром еж утке  ̂ ^  а  ^  то
г

Gtr {0-Xfr)  =  j  (t", о) X (а) da=G fr  {х, -г),
i'

а это есть не что ин ое, как усл ов и е ( iii) .
Е сли семейство линейны х реакций р р еал и зуем о , то м ож но  

указать удобны й способ построения семейства ф ункций п ер ехода  
состояний . Н апом ним , что сем ейство реакций р считается приве­
денным тогда и только тогда, когда

(V x < )  [p j  (С(, Xt) - P i  {c’t, a:f)] => Ct = c j .

В линейном случае семейство реакций р приведено тогда и только 
тогда, когда р^ — взаимно однозначное отображение. Все это 
п озволяет нам сф орм улировать сл едую щ ую  теорем у:

Теорема 3.4. П усть р есть н ек оторое сем ейство приведенны х ли н ей ­
ных реакций системы и это семейство р еал и зуем о. Т огда  соответ­
ствую щ ее ему семейство линейны х ф ункций п ер ехода  состояний  
однозначно определ яется  условиям и

Фк<' (<̂ () =  Pi^ (pit (̂ t) I ^t')>

fpi tt '  =  Р и '  ( P 2t 1
где функция PI?: P u { C t ) - ^ C t  такова, что PI< (Pit (с<)) =  «с

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (р, ф) — линейная динамиче- 
ек ая  систем а. Т огда из усл ови я  деком позиции  ее реакции мы 
получаем

Р('(ф«'(С|, Xft'), Х,.)= рк-(ф«'(С(, Xtt>)) +  P2t'i^t')=^
=  р1г (ф1Н' (С()) +  Рк' (ф2н' (^ff')) +  p2i' te ')  (4.10)

И

Р ( (<̂(1 ^t) I Р к  (̂ t) I Т’<' +  р2( î t) I Tf —
=  Pit {с, ) ! Tt> +  Р2( (^tt'-0) I Tr +  p̂ i (0-Xt.) I Tf.  (4.11)

Ho, согласно определению 2.3, левые части уравнений (4.10) 
и (4.11) равны, так что, приравнивая соответствующие слагаемые 
В правых частях, мы получим

Рк ' (фк(' (Cf)) =  Pif (С() I Tt> (4.12)

Pit' (ф211' =  P2t (^ti'-O) I T f-  (^-13)

A так как p приведено, из равенств (4.12) и (4.13) следует, что 

Ф ке* (С () =  Р и '  ( P i i  (ct)  I T f )

7 -0 2 9 6
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И

=  РИ (P2i I
Т. e. Фхе̂ и̂ (p2tt '  однозначно определяются семейством р, ч. т. д.

Только что доказанная теорема определяет способ построения 
семейства функций перехода состояний линейной системы по 
заданному семейству реакций р.

4. КОНСТРУИРОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВА 
СОСТОЯНИЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ

Коммутативная диаграмма для вспомогательных функций 
выглядит так же, как и для общей временной системы. Однако 
специальные свойства систем, обусловленные иХ линейностью, 
дают возможность конструировать объекты состояний и соответ­
ствующие вспомогательные функции более эффективным образом.

Для заданной (полной) линейной временной системы S а  
CZ X  X Y  и любого t ^ Т договоримся обозначать через St а, Sf 
множество

5 ?  =  {(О, уг): (О, уг) 6 S t } .

Заметим, что при любом t ^ Т множество 5® является линейным 
пространством.

Это приводит нас к следующей теореме:
Теорема 4.1. Пусть S — некоторая линейная временная система. 
Пусть Ct = St при любом t ^ Т. Тогда для S существует такая 
начальная линейная реакция

Ро* ^0 ^  ^  ^ »
что

Ро (̂ 0, =  Рю Ы  +  Р20 Н ,
где Рю((0» у)) =  У» а реакция Рао линейна. Более того, если р =  
=  {pt} определяется условиями

Pit ((О, !/()) =  yt, где Pi,: Ct - ^ Y f ,  
р2< i^t) =  Р20 (О-а:*) I Tt, где

И
P t  (С(, Xt )  =  P i t  (С () +  P i t  (a^f),

TO p реализуемо и, поскольку p приведено, динамическая реали­
зация р определяется однозначно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первая часть предложения выте­
кает непосредственно из утверждения теоремы 1.2 гл. II. Поэтому 
остается только проверить, удовлетворяет ли {р̂ } условиям 
согласованности реакций на состояние и на входное воздействие.
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(i) Согласованность реакций на входное воздействие. Непосред­
ственно из определения следует, что

(^ t ')  Р20 (О I ^ V
и для t

р2< =  Р20 (0-^г) I Tt.
Следовательно,

Рг< \ Т ~  Р20 \ Т If — p2t*
и потому условия согласованности реакций на входное воздей­
ствие выполнены.

(ii) Согласованность реакций на состояние. Пусть Cf =  (О, yf)  ̂
^ St и Xtv произвольны. Поскольку (O-Xtt'-O, Р20 {О- Xti'-0))^iS, 
имеем

(^ ^ '•0 »  Р 20 \ T f)  ^  S t,

а так как система St линейна, то
Ut +  Р20 (0 * ^ п '* 0 )  I € 5 / .

Следовательно,
(О, yt\Tt^ +  p,o (0-Xtt -̂O) \Tt^)eSt^,

или
Pit' =  Pit (̂ t) I +  p2i (^«'*0) I Tt'

при некоторых Ct' в Cf'. (Заметим, что мы воспользовались здесь 
согласованностью реакций на входное воздействие.) Пусть теперь 
Cf' =  (О, ffff) ^ Sf '  произвольно. Тогда найдется такая пара
(х^\ 1/ '̂), что (х '̂*0, l/*'*yt')eS, и, следовательно, для некото­
рого Со 6 Со

-= Рю (Со) +  Р 20 

Поэтому при некотором Ct 6 Ct
Vi* =  (Pio (^0 ) +  P20 ( ^ '* 0 ) )  1 T’r  =

=  ((Pio {Co) 4- P20 (^'-0) +  P20 (0-^«-0)) I Tt) I Гг =
=  (pi< ipt) 4 - p2f I Tt>.

Отметим, что существование такого Ct гарантируется первой 
частью доказат^ьства согласованности реакций на состояние 
и что семейство р, очевидно, приведено. Окончательный результат 
получается теперь из утверждения теоремы 3.4, ч. т. д.
Определение 4Л. Пусть S —■ некоторая линейная система. Мно­
жество 5® =  {(О, у): (О, у) ^ S )  будем называть (алгебраическим) 
ядром системы S.

?♦
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Опираясь теперь на теорему 4.1, мы можем предложить кон­
кретную процедуру построения вспомогательных функций и соот­
ветствующего пространства состояний для линейной системы, 
основанную на использовании в качестве множества состояний 
алгебраического ядра системы. Последовательность этапов этого 
процесса отражена на рис. 4.1.

Этап (а)

Этап (Ь)

Этап (с)

{(0,y):(0,3')eS}

Рис, 4,1,

(a) Прежде всего в качестве объекта начальных состояний 
выбирается алгебраическое ядро 5^.

(b) На втором этапе в качестве объектов состояний в любой 
момент времени t выбирается ядро соответствующего сужения 
системы, т. е. =  St.

(c) На третьем этапе вводится подходящее отношение экви­
валентности и пространство состояний определяется как соответ­
ствующее фaктopмнoжecтвOi

Условия, гарантирующие возможность использования такой 
процедуры, приведены на рис. 4.2.

Основное различие между процедурами построения пространств 
состояний для временной системы общего вида и для линейной 
системы заключается в выборе объектов состояний. В общем слу­
чае объект начальных состояний выбираетсд априори и отражает 
необходимую начальную информацию. Для линейных же систем 
объект начальных состояний однозначно определяется самой 
системой. Аналогичные утверждения справедливы и относительно 
выбора объектов состояний для других моментов времени. Еще 
одно различие между общим и линейным случаями состоит в том, 
что в первом случае состояния определяются по отношению
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S c u X x  Y

i

СрЛ)

9rt' *  ̂ Q'

A C X A ^B

Рис, 4.2.

к прошлому, a во втором — по отношению к будуш;ему. Предла­
гаемая нами конструктивная процедура окажется особенно удоб­
ной для стационарных линейных временных систем (которыми мы 
займемся в гл. VI), поскольку пространство состояний в этом 
случае определяется наиболее естественным образом.

Теорема 4.1 указывает также на то, какие ограничения нала­
гаются на выбор реакций системы. В принципе, если не требовать, 
чтобы система была неупреждаемой, в качестве р2о можно выбрать 
любую функцию /: X -> У, удовлетворяюш,ую условию {х, /  (д:)) 6 
^ S при любом X и требованию линейности, и делать это независимо 
от выбора рю- В этом и зак тючена по сути дела вся свобода выбора 
в конструктивной процедуре, намеченной в теореме 4.1; все же 
остальное предопределено самой системой S. Заметьте, что семей­
ство р, фигурируюш;ее в теореме 4.1, — это уже приведенное реа­
лизуемое семейство реакций, и, следовательно, согласно теоре­
ме 3.4, семейство функций перехода состояний ф, соответствую­



щее р, определяется однозначно^ т. е.

(̂ t) =  РГ'̂  (Рк (^0 I ^ v)
и

Ф2П' {^и') =  PrMp2t 
Более того, если система удовлетворяет т]^бомниям неупреждае- 
мости, ее можно представить с помощью ф и Я. Эта часть проце­
дуры совершенно такая же, как и для общей временной системы. 
Только в линейном случае функции из % автоматически полу­
чаются линейными.

Обратимся теперь к вопросу о выборе отношения эквивалент­
ности, порождающего пространство состояний, и к процедуре 
построения вспомогательных функций.

Пусть С = \] Ct. Отношение эквивалентности которое 
/ 6 г

использовалось для общих временных систем, непригодно для 
линейного случая, поскольку фактормножество С !Е )^  может ока­
заться нелинейным пространством, в то время как пространство 
состояний линейной системы заведомо линейно. Чтобы преодолеть 
это затруднение, мы с самого начала потребуем, чтобы выбирае­
мое отношение эквивалентности было и отношением KOHrpydH*̂  
ности. Напомним, что отношение эквивалентности сиС X С 
является отношением конгруэнтности тогда и только тогда, когда

в Е а ^ ^ -  (C f +  c'i, Cf» +  cj#) ^ E a

и
(ct,  c ; ) e ^ a & ^ e ^ = ^  (pc„ pc|) e E i

Пусть теперь отношение конгруэнтности X С удовле-
творяет условию

(С„ Ct.) (Va) {%t {ct, а) =  h ’ (cr, «)) & {t = t’ ^
=> (Vxjj») (((ptf (cj, (ct'« ^t t ’)) 6 Ea)) .

В качестве примера такого отношения конгруэнтности может 
служить тривиальное отношение эквивалентности I  =  {(с<, Cj): 
Ct ^Ct)czC  X С. Используя ту же процедуру, что и в § 3 
гл. III, можно доказать существование максимального отношения 
конгруэнтности с помощью которого затем сконструировать 
пространство состояний. Легко показать, что подобное простран­
ство состояний С =  =  {[с1} должно быть линейным. Дей­
ствительно, предположим, что наша система является полной 
в том смысле, что

(V0 (V[cl) ICt n [с] Ф 0 ] ,
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Т. е. ЧТО В любой момент времени t найдется по крайней мере одно
состояние из каждого класса эквивалентности по Е^. Тогда про­
странство С является линейным в том смысле, что

1с] +  [с] = [со +  Cq], где Со ^ [с] и Cq ^ [с],
и

а [с] = [асо], где Cq 6 [d.
Поскольку — отношение конгруэнтности, приведенные выше 
определения операций сложения и умножения на скаляр кор­
ректны, и, более того, для любого t ^ Т из Ct ^ [с] и с̂  ^ [с] сле­
дует, что

[с] +  [с] = [Cf +  c j  и а  [с] =- [acf].
В связи с этим функцию перехода состояний

ф tt '•  С X  —>- с

и выходную функцию
к: С X А - ^  В  

можно определить, потребовав, чтобы
{[Cf], Xfi») = [(Ptt*

a
i  {[c], a) =  Xt {ct, a),

где Cf 6 [с]. Заметим, что К при этом инвариантна во времени 
(поскольку система считается полной).

Построенные выше объекты состояний определялись непосред­
ственно в терминах первичных системных понятий (т. е. входов 
и выходов системы). Поэтому динамическое представление линей­
ной системы  ̂ основанное на процедурах построения, отраженных 
на рис. 4.1 и 4.2, мы будем называть ее естественной реализацией.
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Глава V

ПРЕДОПРЕДЕЛЕННОСТЬ

В этой главе мы займемся более подробным исследованием клас­
са предопределенных систем. В иллюстративных целях будет 
приведено несколько примеров конкретных предопределенных 
систем, что позволит нам показать, насколько широко распростра­
нены эти системы. Затем мы покажем, как для таких систем непо­
средственно по их парам «вход — выход» можно получить «хоро­
шие» реакции системы, не привлекая явно понятия объекта началь­
ных состояний. При этом построенные реакции окажутся неупреж- 
даюш;ими, реализуемыми, а соответствующие им объекты состоя­
ний можно будет построить на основе предыстории пар «вход — 
выход». Подобные семейства реакций системы и объекты состоя­
ний мы будем называть естественными, поскольку их построение 
полностью определяется лишь заданием пар «вход — выход», 
т. е. самой системой. По этим реакциям можно затем построить 
и пространство состояний, которое по тем же причинам также 
называется естественным.

Для того чтобы охарактеризовать некоторые предопределен­
ные системы, нам придется ввести понятие системы с конечной 
памятью. При этом мы покажем, что предопределенные и стацио­
нарные системы являются системами с конечной памятью и, обрат­
но, что если множество моментов времени стационарной системы 
с конечной памятью вполне упорядочено, то эта система является 
предопределенной.

1. О КЛАССЕ ПРЕДОПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМ

Основная идея нашего формального подхода состоит в следую­
щем: вырабатывая объяснение некоторого явления, следует оста­
ваться как можно ближе к результатам непосредственных наблю­
дений и вводить дополнительные структуры лишь тогда, когда это 
абсолютно необходимо и с минимумом новых предположений. 
Поэтому особый интерес для нас представляют системы, в которых 
дополнительные структуры можно вводить, не делая новых пред­
положений, а основываясь лишь непосредственно на наблюде­
ниях, т. е. па парах «вход — выход». И если нас особо интересует 
вопрос о представлении систем в пространстве состояний, то



К классу систем, допускающих подобный естественный подход, 
должны быть отнесены предопределенные системы.

Понятие предопределенности уже было введено в гл. II среди 
других понятий причинного ряда. По сути дела если вы наблю- 
даете пару «вход — выход» предопределенной системы достаточно 
долго, то из этих наблюдений можно извлечь все, что требуется 
для конструирования аппарата описания переходов состояний 
системы, а значит, и получить возможность исследовать динамику 
поведения системы. Точнее говоря, мы будем пользоваться в этой 
главе следующим понятием:
Определение 1.1. Временная система S X называется
предопределенной тогда и только тогда, когда существует такое 
t ^ что

(i) {xt , /  ) =  {x‘'t , y ’'t) и ж" =  у'^
для всех х \  х ^ Х  и t ^ i ;

(и )

Напомним, что условие (ii) называется условием полноты. 
Это условие делает возможным определение семейства естествен­
ных реакций системы.

Важность понятия предопределенной системы для проблемы 
ее представления в пространстве состояний определяется между 
прочим и следующими факторами:

(i) Предопределенные системы, как будет показано далее, 
заведомо являются неупреждающими.

(ii) Для таких систем удается «естественным» образом 
построить семейство реакций, сохраняющих такие существенные 
свойства системы, как ее линейность, неупреждаемость, стацио­
нарность и т. п. Большинство результатов теории представления 
общих систем зависит от существования «хороших» реакций 
системы. Однако, к сожалению, в общем случае неизвестно, как 
строить такие функции, а для предопределенных систем, как 
будет показано в настоящей главе, такая процедура существует.

(iii) Класс предопределенных систем довольно широк и содер­
жит системы различных типов, представляющие как теоретиче­
ский, так и практический интерес.

(iv) Можно привести систему доводов, показывающих, что 
любая корректно определенная система должна быть, вообще 
говоря, предопределенной и что отсутствие предопределенности 
проистекает из недостатка информации о самой системе.

Чтобы проиллюстрировать положение (iii), обратимся к неко­
торым примерам.
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(a) Системы линейных обыкновенных дифференциальных уравне­
нии с постоянными коэффициентами
Рассмотрим систему, описываемую следующими дифферен­

циальными уравнениями:
dzidt Fz Gx, (5.1)

У =  Hz, (5.2)
где G и Я — матрицы с постоянными элементами, а х, у и z —
векторы. Пусть размерность z равна л, а Г =  [О, оо). Тогда
имеет место следующее предложение:
Предложение 1.1. Линейные инвариантные во времени системы, 
описываемые обыкновенными дифференциальными уравнениями
(5.1) и (5.2), являются предопределенными для любого сколь 
угодно малого  ̂>  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из уравнений (5.1) и (5.2) следует,
что

t
у {t) =  He^*z (0) +  Я  J ( т )  dx. (5.3)

О

Пусть теперь t — произвольное положительное число, а х и у 
связаны уравнением

t
у (О =  He^t i  (0) +  Я J (т) dx. (5.4)

О

Тогда из равенства (х^ у̂ ) =  (x^ у )̂ следует, что равенство 
He^^z (0) =  He^^z (0) справедливо на отрезке О ^  сг ^  f. Отсюда 
с помощью элементарных выкладок получаем, что Hz (0) =  
=  Hi  (0), HFz (0) =  HFi  (0), . . ., HF^-H (0) =  HF^-^£(0). Сле­
довательно , равенство

He^^z (0) =  He^<  (0)
справедливо для любого о ^  О, откуда следует, что если х̂  =
= {t ^  t), то у =  y^ Таким образом требование полноты, оче­
видно, выполнено, ч. т. д.

(b) Система линейных разностных уравнений с постоянными 
коэффициентами
Рассмотрим следующие конечно-разностные уравнения:

Zft+i =  Fzn +  Gxft, (5.5)
yft =  Яzft, (5.6)
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где F, G И Я — матрицы с постоянными элементами, а 
и Zft — векторы. Как и раньше, вектор будем считать м-мер- 
ным. Пусть Т =  (О , 1, 2, . . Для этой системы имеет место 
следующее предложение:
Предложение 1.2. Линейные системы, описываемые конечно­
разностными уравнениями с постоянными коэффициентами (5.5) 
и (5.6), являются предопределенными с момента времени t = щ 
где п — размерность их пространства состояний.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из уравнений (5.5) и (5.6) имеем 

Пусть

Предположим, что (х^ у̂ ) =  (х ,̂ уО для i = п. Тогда очевидно* 
что Hzo =  Я^о, HFzo = HFio. • • и, еле-
довательно, равенство HF^Zq — HF^Zq справедливо^ при любых 
к ' ^ 0 .  Отсюда следует, что если х̂  =  x^ то у̂  =  у̂  при любых 
t ' ^ ' i  ^  п, и условие полноты, очевидно, выполнено, ч. т. д.

Доказательство предложения 1.2 показывает, что в общем 
случае t может быть меньше, чем тг.

(с) Автоматы
Далее мы покажем, что автомат общего вида не обязательно 

оказывается предопределенной системой. Однако каждый конеч­
ный автомат содержит некоторую подсистему, которая предопре­
делена. Пусть S = {А, В, С, S, К) — конечный автомат, для 
которого А — конечный входной алфавит, В — конечный выход­
ной алфавит, С — конечное пространство состояний, б — функция 
перехода в следующее состояние, б : С х Л - ^ С ,  и Я  — выход­
ная функция, X: С X А В. Пусть мощность множества С рав­
на п. Обозначим через Л* и S* свободные моноиды, порожденные 
А и В соответственно. Определим также обычным образом про­
должения S: С X Л* С и %: С X А^ В* функций б и X. 
Обозначим через а бесконечную цепочк^элементов а, т. е. пусть 
а = а*а . , я определим подсистему S системы S следующим 
образом. Пусть S — система с дискретным временем и множеством 
моментов времени Г =  {О , 1, 2, . . .}, и пусть S — такое под-
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S = {{а, % (с, а)): с 6 С}, (5.7)
где а ^ А,  Тогда справедливо следующее предложение:
Предложение 1.3. Пусть S = {А, В,  С, б, Я)— конечный 
автомат и /г —мощность множества С. Тогда имеется подсистема S, 
описываемая соотношением (5.7), и эта подсистема является пред­
определенной начиная с момента времени п,

‘Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим конечный автомат
=  ({а}, 5 , С, б I С X {а}, %\С X {а}).

Заметим, что S  ̂ допускает входные цепочки лишь типа (т. е. 
цепочки, состоящие из к элементов а), где А: =  О, 1, 2, . . .  . 
Тогда, согласно одному хорошо известному свойству конечных 
автоматов, из X (с, а^) =  X {с, а^) следует, что X {с, а̂ ) =- X (с, а^) 
при любом к (А: =  О, 1, 2, . . .). Но это значит, что S пред­
определена начиная с момента t= п и условие полноты, очевидно, 
выполнено, ч. т. д.

(d) Конечные автоматы, не являющиеся предопределенными
|Выше уже отмечалось, что в общем случае автомат не обяза­

тельно является предопределенной системой. Приведем теперь

множество 5, что

1/1
Рис. 1.1.

простой пример, подтверждающий это утверждение. Пусть конеч­
ный автомат S = {А, В, С, 8, X) определен следующим образом:

л  =  5  =  с  =  {О, 1},

б (О, 0) =  б (О, 1) =  О, б (1, 0) =  б (1, 1) =  1,
;.(о, 0) = х(о, 1) = о, я(1, 0) = о, х{1, 1) = 1.

Его диаграмма перехода состояний приведена на рис. 1.1.



Из определения этого автомата ясно, что для сколь угодно 
большого п имеет место равенство X (О, = X {1, 0^). Но в то
же время X (О, 0^*1)^  Я, (1, 0^-1). Следовательно, этот автомат 
не является предопределенным.

2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ

В предыдущих двух главах мы рассматривали вопрос о пред­
ставлении в пространстве состояний временных и общих динами­
ческих систем. И по сути дела все полученные там результаты 
зависели от возможности доказать существование неупреждаю­
щей реакции системы.

В настоящее время неизвестна общая процедура отыскания 
подобной реакции для системы общего вида, за исключением того 
случая, когда система предопределена.

(а) Предопределенные общие временные системы
Большинство результатов, полученных для предопределенных 

систем, базируется на следующем предложении:
I*'
Предложение 2.1. Пусть система S предопределена начиная с мо­
мента времени t. Тогда

(i) для этой системы существует сильно неупреждающая 
начальная реакция р- в момент времени t, которой соответствует 
объект состояний S* — S \ Т̂ ;

(ii) между {t ^ t )  и произведением S* X X t t  существует 
взаимно однозначное соответствие, Xtt ,  и, следо­
вательно, можно использовать в качестве объекта состояний 
для реализуемого сильно неупреждающего семейства реакций St,-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из предложения 4.4 гл. II следует, 
что функция

S {х\ у*) =  {(Х(, yt): y^-yt) € S)

является сильно неупреждающей. Поэтому положим 
а р^: х Х -  У- определим, потребовав, чтобы р- {с-,
= S {с-) (х-). Но тогда р  ̂— сильно неупреждающая начальная 
реакция системы S- ,

Пусть отображение F: х  X , ,  ^  таково, что при —

2/̂ ) и
F{{xt  , г/'-), xf^) ^ { x t  -х^^,  ! / < -р^ (Су,  x j )  \
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Это условие корректно определяет F, поскольку реакция р- явля­
ется неупреждающей. Если F{{x^,y^) ,  ({х'^,
то

где cj = (z '‘ , yt)  и Су =  ( Р ,  j/<). Значит, х*•xj^ = x'* -xj^ и
у* — у *, а потому отображение F взаимно однозначно. Предполо­
жим теперь, что {х*-х^^, y*-yj^)£S*. Тогда

1/‘ ), =  .х-^, у^.р^{с^,  x - l ) \Г-^ )^S\
где Но так как S является предопределенной, то
р / с л е д о в а т е л ь н о ,

F{{x'i х^^) = {х^-х-^, у'^-ytt)-

Но это означает, что соответствие F взаимно однозначно.
Положим, наконец, Ct =  S \  и пусть р̂ : X Yf  тако­

во, что при F-^ (ct) = (Ci, Xft)
PtiCt, Xt)=P^{Cj,  X-^-Xt)\Tt.

Тогда теорема 1.1 гл. Ill утверждает, что семейство реакций 
{р̂ : t ' ^ 7 }  согласуется с 57 и является реализуемым, ч. т. д.

Предложение 2.1 явно показывает, что для любой предопре­
деленной системы всегда существует неупреждающее реализуемое 
семейство реакций вместе с соответствующими объектами состоя­
ний, причем последние определяются через пары «вход — выход» 
системы и не требуют введения каких-либо вспомогательных 
объектов, например объекта начальных состояний (как для произ­
водящей функции состояний из предложения 4.5 гл. II). Поэтому 
эти реакции и эти объекты состояний будут называться есте­
ственными.

‘Естественные объекты состояний в общем случае не являются 
приведенными. В качестве иллюстрации рассмотрим уравнение
(5.1) и предположим, что х { 0 ) ф х  (0), х* и но

i t
eP*z (0) +  J (о) da -  e^*z (0) +  J (a) do, (5.8)

0 0
a

y‘=Po(z(0), x‘.Xt)|r‘
И

y* =  P o ( z ( 0 ) ,  x ‘ - x < ) ( r ' .
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Очевидно, что (x^ у̂ ) ф  (x^ у̂ ), но из уравнения (5.8) следует,
что Pi {{х\ у̂ ), Xt) = pt {{х\ у'), х̂ ) для любого х ,̂ где — 
естественная реакция системы.

Как только неупреждающее семейство реакций определено, 
построить пространство состояний и необходимые вспомогатель­
ные функции можно примерно так же, как мы уже это делали для 
случая общих временных систем. Соответствующая процедура 
намечена на рис. 2.1 и 2.2.

Сравнение этой процедуры построения с описанной в гл. III 
позволяет сделать следующие выводы:

(i) Метод, намеченный на рис. 3.9 гл. III, является более 
общим, поскольку система не должна быть предопределенной.

(ii) Метод, представленный на рис. 2.2 этой главы, приводит 
к однозначному представлению в пространстве состояний, для 
определения которого используется лишь исходная информация 
(сужения пар «вход — выход») и не требуется введения вторичных 
понятий, вроде объекта начальных состояний, являющегося 
отправной точкой процедуры построения, приведенной на рис. 3.10 
гл. III.

(iii) Метод, описанный на рис. 2.1 этой главы, позволяет 
представить а не саму систему 5. Это может показаться недо­
статком, но, как следует из предложения 1.1, для определенного 
класса систем t можно взять сколь угодно малым.

(Ь) Предопределенные линейные временные системы
Процедура определения представления в пространстве состоя­

ний для линейных предопределенных систем совершенно анало­
гична процедуре для общего нелинейного случая.
Предложение 2.2. Пусть р?:5^Х  X't - ^ Y ' i  — естественная реак­
ция предопределенной линейной системы S cz X  х  Y  начиная 
G момента времени L Тогда

(i) — линейная алгебра;
(ii) р? — неупреждающее линейное отображение;

(iii) реакция на состояние pi^: 5^ У^и реакция на вход­
ное воздействие р2?: задаются с помощью условий:

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим лишь, что
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S c z X x  Y

(9. A)

9tt' •  ̂ -̂ ie' Ct'

A,;C, X r(t)

Vtf ■ ̂   ̂-̂ ti' ■*■ С
Д^:Сх^-В

Рис. 2.1. Система, предопределенная с момента времени t.

Рис. 2.2.



Требуемый результат получается теперь с помощью простых 
выкладок, ч. т. д.

Для естественной реализации линейной системы объект состоя- 
ний с t задается следующим образом: С? =  5®? =  (j/j-: (О, yi)  ^5}. 
Предложение 2.2 показывает, что естественная реакция на состоя­
ние Pi 7 задается отношением

У*) = Уг у* - y i ) ^ S .

Поэтому если рассматривать как отображение в 5^, то оно 
оказывается сюръективным и, более того, приведенный объект 
естественных состояний будет изоморфным S'~.

Поскольку процедура естественной реализации годится и в на­
стоящем случав, пространство состояний и вспомогательные 
функции строятся точно так же, как в предыдущей главе.

3. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ПРЕДОПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМ

Характеризация предопределенных систем для общего случая 
в настоящее время пока еще неизвестна. Однако любую линейную 
предопределенную систему можно охарактеризовать свойством 
ее неупреждаемости и некоторым свойством непрерывности. Для 
этого нам понадобится новое понятие.
Определение 3.1. Пусть Ро- С X Z  У — линейная реакция 
некоторой линейной временной системы. Тогда, если для неко­
торого t функция Ро удовлетворяет условию

(Vc) (P io W |7 ’‘ = O i r ‘V p i „  (с) =  0),
реакция ро называется аналитической слева от i.
Предложение 3.1. Если реакция р :̂ х  Z  У некоторой
линейной временной системы S с  X  х  Y  является сильно 
неупреждающей и аналитической слева от t, то система S  является 
предопределенной начиная с момента времени i.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что Ро: х  Z  -v У
является линейной сильно неупреждающей и аналитической слева 
от t реакцией некоторой системы. Пусть (ж‘, i/') =  (х̂ , у ‘), где 
У =  Рю (с) +  р20 (^) и у =  рю (с) 4 - Рго ( )̂- Поскольку реакция 
Ро сильно н^преждающая, из х* = х* следует, что р̂ о {х) | Т*
=  Р20 Ц  I ТК Следовательно, рю (с) 1 Т* =  рю (с) | Т*', посколь­
ку У \ Т* = у \ Т^. Более того, поскольку ро аналитична слева, 
мы имеем

Рю (с — с) I Г ' =  О I Г ' Рю (с — с) =  О Рю (с) =  Рю (с).
8 —0296
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Поэтому из X \ Т* = х\ Т* следует, что у \ Р  = у \ t t.

Но это значит, что S предопределена начиная с момента t и свой­
ство полноты, очевидно, выполнено, ч. т. д.

Заметим, что система, описываемая уравнениями (1.1) и (1.2)  ̂
сильно неупреждающая, а реакция рю является аналитической 
слева как интеграл от {dzidt) = Fz, Поэтому предложение 1.1 
можно рассматривать как непосредственное следствие из послед­
него предложения.

Утверждение, обратное к предложению 3.1, доказывается 
в следующем предложении:
Предложение 3.2, Предположим, что временная система S о  
CL X X Y  является предопределенной начиная с момента вре­
мени t. Тогда система S t  сильно неупреждающая и, более того» 
если S линейна, то любая ее линейная реакция S аналитична
слева от t

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первая часть этого предложения 
уже доказана в предложении 2.1. Пусть теперь ро: С о X X — 
линейная реакция системы, sl с ^ Cq произвольно и таково, что

Ро W I =  О I Л . Будем считать, что произвольно и х g X*

Тогда (Х;. рго Н )  е 5 и (ж, Рю (с) +  Рго (а̂ )) €-5. Значит, из 
Рю (с) I =  О I следует, что

{х I Т*, Р20 (х) I ГО =  (X I Т*, (Рю (с) +  Р20 (х)) I Т*).
Поэтому, в силу предопределенности, рао (х) =  рю (с) +  Pso (х)? 
т. е. Рю (с) =  О, ч. т. д.

Понятие автомата с конечной памятью, введенное в рамках 
теории конечных автоматов [4], оказывается внутренне связанным 
с понятием предопределенности. Выясним эту взаимосвязь.
Определение 3.2. Пусть S а  X есть некоторая временная 
система с стационарным множеством моментов времени Т. Пред­
положим, что (в  Т фиксировано и существует такое отображение 
h: Х*Х В,  что у («') =  уи>) при любых (ж, у) ^ S
И t' = t t* Тогда система S называется системой с конечной 
памятью глубины t.
Предложение 3.3. Предположим, что временная система S сг 
с: X 5^ является предопределенной начиная с момента вре­
мени t  и, кроме того, стационарной. Тогда S — система с конеч­
ной памятью глубины t.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р: X — есте­
ственная реакция системы 5. Определим отображение h: Хц'  X 
X Y i t »  5  { f  =  t +  t )  так, чтобы

h {xtf,  Уп') =  P {F-* Utf), xt )  (t).

Поскольку p ytt')^ ^t )  (̂ ) зависит от Xt в силу пре­
допределенности системы, в этом условии x j  может быть произ­
вольным. Покажем теперь, что S является системой с конечной 
памятью относительно этого h. Пусть {х, у) ^ S произвольно. 
Из {Xf, yt) ^ St и S't с: F\S)  следует, что F-^{xt, yt) 6 S. Сле­
довательно,

р (F -‘ {Xt, y t )  I r s  F-* (Xt) 1 r? i)  =  F - i  Ш  1 T b  

Пусть t' = t -\-4. Тогда
(/^-‘ Ы | г ’у ) ( о = у ( 0  =

=  p {xt ,  y t )  I , F - ‘ (X,) I Г - )  (f) =  

=  p ( F - ‘ ( x t r ,  ytt>), F -*{x t . ) ) { i )  =  

=  h { x t f ,  yt t ' ) .

Ho это значит, что S — система с конечной памятью глубины
ч. т. д.

Только что доказанное предложение показывает, что система» 
описываемая дифференциальными уравнениями (5.1) и (5.2), 
относится к категории систем с конечной памятью.

Утверждение, обратное к предложению 3.3, доказывается 
в следующем предложении:
Предложение 3.4. Пусть S с: Л^Х 5^ некоторая временная 
система с множеством моментов времени Т для стационарных 
систем, которое к тому же еще и вполне упорядочено. Если S — 
система с конечной памятью глубины то S является предопре­
деленной начиная с момента t.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {х, у) ^ S и (х, у) ^ S произ­
вольны. Поскольку система S с конечной памятью, то равенства
у {t') = h  {xtv, y t r ) ^ y  ( '̂) == * (^<r» У tv) справедливы для любых 
t ^ Т и f  = t +  t. Нам нужно теперь показать, что из {х ,̂ у̂ ) =
=  (x^j у^) и X* = х^ следует равенство у* = у \  где t ' ^ i .  Поло-
жим Тп =  {т: у' (т) ф у *  (т)}. Если =  0 ,  то у* =  уК Пред­
положим поэтому, что Т п Ф 0 .  Поскольку Т вполне упорядочено,
существует min т =  То. А так как из (х̂ , у̂ ) = (х*, у*) сле- 

тег„
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дует, что
у (t) =  h {xf, уЬ =  h (xt, yt) =  у (i),

TO t <i Tq. H o  поскольку Tq — минимальный элемент множества 
то справедливо равенство =  (д;то̂  уто). Пред­

положим теперь, что разность а =  Tq —  ̂ положительна. Тогда

у (То) =  h  (х „ г„ ,  Уах„) =  h  Уахд) =  у (to)
и, значит, То ^ Tj ,̂ а это противоречит определению То как мини- 
А1ального элемента из Т^. Поэтому пусто, ч. т. д.
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Глава VI

СТАЦИОНАРНОСТЬ 
И ИНВАРИАНТНОСТЬ ВО ВРЕМЕНИ

Класс стационарных систем является очень важным, посколь­
ку в приложениях многие системы с достаточной степенью точ­
ности могут считаться стационарными, а дополнительное свойство 
стационарности открывает новые теоретические возможности для 
более глубокого исследования подобных систем, а следовательно, 
и для более глубокого проникновения в закономерности их пове­
дения. С понятием стационарности тесно связано другое понятие_
понятие инвариантности во времени. При этом, если понятие ста­
ционарности системы определяется непосредственно в терминах 
исходного описания системы и ее сужений на подходяпще под­
множества моментов времени, то понятие инвариантности во вре­
мени определяется в терминах ее вспомогательных функций.

Относительно рассматриваемых в этой главе систем мы всегда 
будем предполагать, что для них существует представление в про­
странстве состояний. Это упростит все наши рассуждения, но 
в то же время потребует некоторых изменений всех введенных 
ранее определений. В частности, динамические системы мы будем 
определять, в основном, используя заданное пространство состоя­
ний.

Теория реализации стационарных и инвариантных во времени 
систем развивается в этой главе как для общего случая, так 
и в предположении о линейности рассматриваемых систем. Будут 
приведены условия существования сильно неупреждающей реали­
зации и доказана возможность декомпозиции реализуемой линей­
ной реакции на две составляющие: 1) отображающую входные 
воздействия в состояния и 2) отображающую состояния в значе­
ния выходной величины.

После того как мы рассмотрим, к чему приводит предположе­
ние о предопределенности системы, будет показано, как на аксио­
матической основе можно построить теорию, непосредственно 
связанную с классической теорией линейных систем.

1. СТАЦИОНАРНОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ
И ИНВАРИАНТНОСТЬ ВО ВРЕМЕНИ

Относительно систем, рассматриваемых в этой главе, мы будем 
предполагать, что их множество моментов времени стационарно, 
а их входной и выходной объекты удовлетворяют условиям Z , =



^  F* {X) n Y  i = F* (У) при любом t ^ Т. Мы будем также с само­
го начала предполагать, что для каждой рассматриваемой системы 
определено ее пространство состояний. Введем поэтому следую­
щие определения:
Определение 1.1. Временная система S а  X X Y  называется 
стационарной тогда и только тогда, когда

{ Щ  {S t  с :  F* (5 ) ) .

Если же 5^ == (5), то такую систему мы будем называть вполне
стационарной.
Определение 1.2. Временная система S называется инвариантной 
во времени тогда и только тогда, когда для нее существует семей­
ство реакций р, определенное на пространстве состояний С,

р =  {р ,: С X 

удовлетворяющее условию
т  (Vc) (V x,) (р , (с, Xt) =  F '  (Ро {с, F - t  { х М -

Заметим, что, поскольку понятие пространства состояний 
используется непосредственно в определении, объект состояний St 
оказывается в общем случае собственным подмножеством^^мно- 
жества 5?:

5 (  с  5 ?  =  {(а:,, y t) :  (Зс) (у / =  р« (с, X j))}.

Определение 1.3. Динамическая система (р, ф) называется инва­
риантной во времени тогда и только тогда, когда

(i) ее семейство реакций р инвариантно во времени;
(ii) ее семейство функции перехода состояний ф удовлетво­

ряет условию
т  { W )  (Vc) (V x „ 0  (ф „ . {с, x w )  =  Фот {с, F -*  (X tt>))), 

где X = f  — t.
Предположение о линейности, очевидно, никак не сказывается 

на понятиях стационарности или инвариантности во времени. 
Однако для линейных систем инвариантность во времени можно 
определить специальным образом.
Определение 1.4. Динамическая линейная система называется 
инвариантной во времени тогда и только тогда, когда

(i) т{Щ\9и{с) = Р*{9го{с))Ь
(ii) т  (V xt) [p, t  (Xt) = F *  (p,o {F-* (x ,)))l,

(iii) (VO(VO(Vc)[f'>f=^b9iH.(c)=9iot(c)l, где x = t' —  t,

(iv) (Vf) (Vf') (Vx„0 Ф2«« (x t f )  =  Ф20Т {F-* (x«.))l.

118 Гл, VI. Стационарность и инвариантность во времени



Если р удовлетворяет условиям (i) и (ii), р называют инва­
риантным во времени семейством линейных реакций.

2 . ТЕОРИЯ РЕАЛИЗАЦИИ|СИСТЕМ,
ИНВАРИАНТНЫХ ВО ВРЕМЕНИ

(а)20бщая временная система
Теорема 2.1. Пусть р =  {р̂ : (р̂ : С X   ̂ ^ Г} есть
семейство отображений, инвариантных во времени. Семейство р 
реализуемо инвариантной во времени динамической системой 
в том и только в том случае, когда при всех t ^ Т оно удовле­
творяет условию

(Vc) (Vx‘) (Эс') (Vx,) [р, (с', xt) =  ро (с, х'.х,) I Tt l
Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы аналогично доказа­

тельству теоремы 3.1 гл. III, за тем лишь исключением, что нам 
нужно еще доказать и инвариантность во времени функций пере­
хода состояний. Доказательство необходимости очевидно. Поэтому 
рассмотрим доказательство достаточности. Определим Е а  С X С 
так, чтобы

(е, с ' ) е Е  (Vx) (ро (с, х) =  Ро (с', х')).
Поскольку р инвариантно во времени, мы можем определить 
Р(; (С/Е) X У, с помощью условия р( ([с], х<) =  р( (с, Х().
Пусть /,(< cl{C!E X Xft') X (C/jB) ̂ таково, что
((1с], Х„.), [с']) б f t f  <?=> (VxtO (р,. ([с'], Xf>) =

=  P t ([с], Xtt>'Xt>) I T i- ) .

Тогда ftt> является отображением fn>: CIE X CIE и для
каждого Xi»

P«5 { f t f  ( W ,  X (,.) ,  X ,.) =  P t ( Ы ,  X t f X t O  I T t> .

Покажем теперь, что /  =  {ftv} инвариантно во времени. Посколь­
ку инвариантно во времени р, то

х ^ ) )= р , ( с ',  F - \x t . ) )
И

(p t (с, x t f X j . )  I Т f)  =  Ро (с, F~ * (X tf)-F '’* (х ,-)) I Тх, 

где т =  — Следовательно,
(Vxj.) (pt« {с\ Xt')=Pt (с, Хи - X f )  I

(Vx )̂ (р̂  (с , Хх) =  ро (с, F  {xt t ' ) ’ Xx) I Т'х)»
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Т. е.

f t f  ([с], х „ > )  =  /ох (М, F ~ *  (Xtt>)).

Семейство /  обладает и свойством композиции. Действительно, 
пусть отображение \1 : CIE С таково, что ц {[с]) ^ [с]. Определим 

С X с помощью условия
Ф/Г {с, Xtt>) =  [А (Ы, Хц>)),

Тс^да ф =  {ф̂ '̂} обладает свойством композиции и согласуется 
с р. Более того, поскольку /  инвариантно во времени, мы имеем

{с, = II {ftf (W, xtv)) =
=  fi (/ox {[ch F-^ =
— Фот (xtt*));

a значит, инвариантно во времени и семейство ф, ч. т. д.
Теорема 2.2. Временная система S стационарна тогда и только 
тогда, когда он^ тшеет инвариантное во времени динамическое 
представление (р, ф).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства достаточ­
ности. Пусть {Xf, yt) ^ St. Поскольку St а  St ,  существует такое 
с ^ С, что yt =  р̂  (с, Xf). А так как семейство р инвариантно
во времени, то yt =  (ро (с, F'* {xt))), т. е. F'* {xt, yt) 6 S.
Следовательно, система S стационарна. Обратно, предположим, 
что S стационарна. Если мы сможем найти для S реакцию ро̂  С X 
Х [Х -^ У , удовлетворяющую условию

т  (V x‘) (З с ')  (Vx) [ро (с, (х)) 1 Г ,  =  (р„ {с ', х ))] ,

ТО с помощью этой реакции ро мы сможем получить все семейство 
р, удовлетворяющее предположениям теоремы 2.1, определив
Pt: С X условием

Pt (с, Xt) =  F* (ро (с, F -*  (Xf))).

Но тогда искомый результат получится сразу из теоремы 2.1. 
Покажем, что для стационарной системы всегда существует реак­
ция, удовлетворяющая приведенному выше условию. Пусть
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С =  {с: с: X - ^ Y & c  ^  S},

PqI С X X У такова, что 
э с ^ С и х̂  произвольны. Пус

f  = F-* [с {x^-F̂  ( - ) )  \Tt]: X - ^ Y .

и пусть реакция ро: С X X У такова, что ро (с, х) = с (х). 
Предположим, что с ^ С и х* произвольны. Пусть



Покажем, что f  ^  S. Пусть х ^ X  произвольно. Тогда из
(х), с {X* .F* {х))) е S

следует, что
(F* (X), с (x*-F* (х)) I Tt) е St.

Поскольку St а  F* (S), мы имеем
(X, F-* {c{x*-F4x) ) \T t ) )eS ,

а значит, f  ^  S. Но тогда из определения С вытекает существо­
вание такого с' ^ С, что с' =  /. Поэтому сформулированное выше 
условие выполнено, ч. т. д.

Заметим, что в теореме 2.2 мы не принимали во внимание усло­
вия неупреждаемости. Этот случай мы еще рассмотрим позже*

(Ь) Линейные временные системы
Предложение 2.1. Пусть семейство инвариантных во времени 
линейных отображений

р =  {р,: р,: С X  7’}
приведено и реализуемо. Тогда семейство линейных функций пере­
хода состояний ф, соответствующих р, однозначно определяется 
условиями

Фи(' (с) =  ри> (pit W  I 
Ч>2П' =  P li' (Pi t  i ^ t f O )  I Tf ' ) .

Более того, система (p, ф) инвариантна во времени.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первая часть доказательства содер­
жится в доказательстве теоремы 3.4 гл. IV. Покажем теперь, что 
система (р, ф) инвариантна во времени. Пусть фк(' (с) =  с'. 
Тогда

Фк1' W = с' Pit' (с') =  рк (с) I Tt' F* (рю (с')) =
=  (F* (Рю т  I T f  =  F '  (pio (с) I Т,), где х =  f  -  t, 

(Рю (с')) =  Рю (с) \ Pit (с) =  Рю (с) \ с' =  Фют(с)-
Аналогично, если с' =  ф244» {^tt')j то 
с' =  ф2Н' Ри' {c') = Pit {3:u’'0)\Tf=^F*  (pio (е')) =
=  F ‘ (Р20 {F-* {xtt> • 0)) )  I Tt> F^' (pio (c')) =  F  ̂ (P20 {F- ‘ (x„ -  • 0 ))  | П )  =

(где T ^ t ’ — t)

=^Plt (O  =  p20 (^« ')‘0) I Т’х=^с' =  ф20т * (Л̂ Н')).
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И значит, динамическое представление системы инвариантно 
во времени, ч. т. д.
Теорема 2,3, Пусть

Р =  {Pt- pt: С X X t ^ Y t & t e T }
— семейство линейных и инвариантных во времени отображений. 
Семейство р реализуемо линейной инвариантной во времени дина­
мической системой тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет 
условию согласованности реакций на входное воздействие и усло­
вию

(V {с, X*)) (Зс') (pi, (с') =  ро (с, х‘-0) I Tt), (6.1)
являющемуся одним из условий согласованности реакций на 
состояние.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку доказательство этой тео­
ремы аналогично доказательству теоремы 3.2 гл. IV, мы только 
наметим его план. В случае инвариантных во времени систем 

— Sf, \ Т( может быть собственным подмножеством множе- 
ств̂ а Поэтому выполнение всех условий согласованности реак­
ций на состояние здесь не требуется. Более того, в связи с инва­
риантностью во времени
5 , с  5? <?> условие (6.1) <=> (V(c, xtf)) (Зс') (с') =

=  Pt (с, X tt> -0) I Tt>).

Что же касается доказательства достаточности, то здесь план 
доказательства выглядит следующим образом. Прежде всего нуж­
но перейти к приведенному семейству реакций и воспользоваться 
предложением 2.1. Затем в соответствии с процедурой теоремы 3.2 
гл. IV определяется семейство функций перехода состояний, 
после чего остается доказать, что это семейство инвариантно 
во времени. Детали этого доказательства мы предоставляем 
читателю.

[Классическая теория реализации занимается в основном реа­
лизацией реакции на входное воздействие [5]. Аналогичную роль 
в нашей более общей теории играет следующий результат:
Теорема 2.4. Пусть

р2 =  {Pat* Pat- Xf Yf  & t ^ Т}
— некоторое семейство линейных отображений. Оно реализуется 
некоторой инвариантной во времени сильно неупреждающей 
линейной динамической системой тогда и только тогда, когда 
выполнены следующие условия:
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(i) Р2 удовлетворяет условию согласованности реакций 
на входное воздействие;

(ii) Р2 удовлетворяет условию сильной неупреждаемости»
т. е.

(Vxt) (Р20 (0-х,) I г* = 0 ) ;
(iii) инвариантно во времени, т. е.

(Vx,) (Ра, (xt) =  F* (Р20 {F-* (х,)))).
Если Pj реализуемо, то пространство состояний С  соответствую­
щей системы и ее реакция на состояние Ри*. С - ^ Y t  задаются соот­
ношениями

С =  {F-* (9 ,0  -0) I Tt): X * e x * & t e  т},
Pit (с) =  F* (с).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство необходимости оче­
видно. Поэтому мы докажем лишь достаточность. Покажем преж­
де всего, что пространство состояний С, определенное в нашей 
теореме, является линейной алгеброй. Предположим, что с =  
=  (Р20  '0) \ Tt) и а произвольны. Тогда

ас =  F -'(P 20  (с«‘ -0) I T t ) e C .

Выберем произвольное c =  (р2о ’0) I и предположим,
что t >  i, причем t = t +  х (т ^  0). Из условий (i) и (iii) сле­
дует, что

Рго ( 0 . / ^ ( i ‘ )-0) I Г, =  Р2т(^^(^'^)-0) = -Р’ (Рао (i * -О))- 
Но тогда

P2o(i‘ -0) I Tj =  F-^(P2o (0./^(5Ъ*0) I Т,) I =

=  F -* ((p ,« (0 .F '( i? ) .0 ) l2 ’, ) | 2 ’,) =
=  ^’~"(P2o(0-i^(i^-0) I Tt),

Значит,

с +  с =  F -‘ (р,„ (х‘ .0) I Tt) +  F-* (р,о (0 .F " (i‘ ).0) I Tt) =  

=  F-^ (р,о ((X* +  0 - i ^ ( i ‘ ))-0) I Tt )  6 С.

Следовательно, С — линейная алгебра. Пусть теперь р^: С - ^ Y f  
таково, что Pit (с) =  F* (с). Докажем теперь, что выполнены все 
условия теоремы 2.3. Для этого зададимся произвольными

e = F~t (р,„(х̂ ‘.0) I Т^) еС
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И X*. Пусть, кроме того, i +  < =  т. Но тогда

Р20 (а;‘ -0) =  F-'i (p2o(0-F' (x*).0) | Tj.)
И, следовательно,
( р ю  (с )  +  р 20  (л;‘ * 0 )) I =  (с  +  ( х ' . О ) )  I T t  =

=  (р20 ( х ' '  - 0 )  I T - ^ )  +  F - ' ^  ( р ,в  { 0 , p t  (ж < ) .0 )  I T t ) )  I T t  =

=  {9го{^* 'Р^ (а;')-0) | Т^) | Г, =
=  (p2o(:r‘ -i^4a:‘)-0) | Г,).

Поэтому для
с' = р -'' (Рго {xi -Ft (х*) .0) I Г,) б С

мы имеем p,j (с') =  р„ (с, ж'-О) | Т^ ч. т. д.

Определение 2.1. Отображение F * : X - ^ X  (или F * : Y - ^ Y )  
задаваемое соотношением

F* (х) =  O'-F* (х) (или F* (у) =  0*-F* (у)),
где О =  О I Г*, называется расширенным оператором сдвига.
Следствие 2Л. Линейное отображение pj#: X  реализуемо 
инвариантнои во времени сильно неупреждающей линейной дина- 
мическои системой тогда и только тогда, когда коммутативна диа- 
грамма
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X - ^ Y

F*

X Р20

Т. е. когда pgo является гомоморфизмом по отношению к расши­
ренному оператору сдвига Р \  т. е.

т  (Vx) (F* (р,„ (Х)) =  р,„ ( / '  (X))).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По любому заданному pjj: X  —> Y

можно построить все семейство pg инвариантных во времени ото­
бражений:

P2t (Xt) =  F*jp,,  (F-‘ (Xt))).
Согласно теореме 2.4, семейство p2 реализуемо инвариантной во 
времени сильно неупреждающей линейно динамической системой 
в том и только в том случае, когда выполнены следующие условия:

(а) согласованность реакций на входное воздействие:
( ^ X t )  (F* (Рго {F-* ( X t ) ) )  =  р , „  (О-Х,) I T t ) ;



(Ь) сильная неупреждаемость:
i^^t) (Р20 (0-Хг) I Р  = 0 ) .

Но из этих двух условий вытекает, что (Ул:) (F* (р20 (х)) =  
=  Р20 (Р* (х))), и обратно, ч. т. д.

Следующее следствие переводит основной результат класси­
ческой теории реализации (см. [5]) на язык общей теории систем.
Следствие 2.2. Линейное отображение р20* X У реализуемо 
инвариантной во времени сильно неупреждающей линейной дина­
мической системой тогда и только тогда, когда выполнены следую­
щие условия:

(i) Р20 сильно неупреждающая реакция;
(ii) существуют такая линейная алгебра С над полем ска­

ляров Л  и два таких линейных отображения F {t): С В  и 
G{t): что при любых f и X ( ^ t )

Р2„(х‘ .0) {x) = F { x - t ) [ G  (О А
причем G {t) обладает следующим свойством:

G (П = (О̂ хи^) = G it' ^  t) (F-* (хи^)).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если pgo реализуемо, то простран­

ство состояний и Pit можно выбрать так, чтобы они удовлетворяли 
условиям теоремы 2.4. Пусть F (t): С В я G (t): X* С опре­
деляются условиями

F (О (с) =  Рю (с) (t) = с (О,
G (t) (х̂ ) =  F-* (рзо (х‘ .0) I Tt).

Тогда для X ^  t

р2о(^‘ -0)(т) =  (р,о(х‘ .0 ) |Г , )  (т) =
=  (Рго(^‘ -0 ) | Г,) ( х - 0  =
= F ( x - t ) l G  (t) (х%

Более того, из условия согласованности реакций на входное воз­
действие следует, что

G (f)  (O-xw) =  F-i' (р,„ (O-Xu'-O) 1 Tt,) =
= F - f  (p.tixtt'^O) \Tt.) =

= P-^' {Р*{9гЛР-Чхп ' )Щ\Тг ' )  =
= f " i P2o  (F-*{xn)-0) \T, )  =  
==G{x){F-*{xtt>)),

где T =  f  — t.
Доказательство достаточности очевидно, ч. т. д.
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Следующая теорема представляет собой основной результат 
теории линейных стационарных систем.
Теорема 2.5. Пусть S — линейная стационарная система. Тогда 
для существования линейного динамического инвариантного во 
времени представления системы S необходимо и достаточно, чтобы 
существовало такое линейное отображение р2о- X  что

(i) (Vo:) [{X,  р,о (х)) е S],
(ii) т  (V x,) [F' (р,о (F - ‘ (X,))) =  р,„ (0 .x ,)  I ГЛ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что нам удалось най­

ти линейное отображение pgo* X  У, удовлетворяющее обоим 
приведенным выше условиям. Построим тогда естественную реа­
лизацию системы 5, у которой реакцией на входное воздействие 
будет р2о- В соответствии с процедурой построения естественной 
реализации реакция системы должна удовлетворять
соотношению p2 t (^0 =  Р20 I Tf. Следовательно, p^t =
=  F* (p,„ (F-‘ (X,))). Пусть С =  {у: (О, у) б S},  а pi„; C - ^ Y  
удовлетворяет соотношению рю (с) =  с. Определим тогда р̂ :̂ С

У, потребовав, чтобы pi  ̂ (с) =  F* (р^ {с)). Тогда семейство р =  
=  (р  ̂ =  (р̂ ,̂ p2t)}» очевидно, удовлетворяет условию согласо­
ванности реакций на входное воздействие. Выберем затем произ­
вольно с ^ С и X*, и пусть yt =  ро (с, X* *0) I T f  Поскольку 
(О, yt) e S t c z F ^  (S), мы заключаем, что (О, F~* (у )̂) ^ 5, т. е. 
существует такое с' 6 С, что Р~*{у^) =  р^ {с'). Но тогда р̂  ̂ (с') =  
== ро {с, х**0) I Tf, Поэтому из теоремы 2.3 вытекает, что семей­
ство р реализуемо линейной инвариантной во времени динами­
ческой системой, причем очевидно, что =  S.

Обратно, предположим, что S допускает инвариантное во вре­
мени линейное динамическое представление (р, ф). Тогда, по 
определению инвариантности во времени, p2 t (xt) =  
=  (р2о (F'* Так как реакция {(pit, p2t)} реализуема, то
P2 t i^t) =  Р20 I Tt для любого Xf  Следовательно,

(P20 {F-* Ы ))  = P 2o (0-Хг)\Т^ 
для каждого x^  ч. т. д.

3. СТАЦИОНАРНЫЕ ПРЕДОПРЕДЕЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ

Представление стационарной системы с помощью некоторой 
инвариантной во времени динамической системы зависит от суще­
ствования семейства реакций, обладающего некоторыми необхо­
димыми свойствами. И хотя существование такого семейства 
реакций можно предполагать уже на основании самого факта 
стационарности системы, предложить какую-либо общую процедуру 
его построения пока не удалось. Цель настоящего параграфа*̂  ̂— 
доказать, что для класса предопределенных систем их естествен^
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ные реакции (как они определялись для этого класса систем 
в гл. V) удовлетворяют всем необходимым условиям и могут исполь­
зоваться для построения инвариантного во времени динамического 
представления рассматриваемой стационарной системы.
Теорема 3.1. Предположим, что стационарная временная система 
S а  X X Y  является предопределенной начиная с момента вре- 
мени t. Тогда 5 -  может быть представлена инвариантной во вре^ 
мени сильно неупреждающей динамической системой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р-: 5* X X- ->5^7 есть есте­
ственная реакция нашей системы. Обозначим через С. Для
любого t ' ^ i  определим р̂ : С X Xf  так, чтобы^выполня-
лось равенство

Pt {c ,  (с, F ‘- ‘ (x,))).

Тогда семейство =  {pj: инвариантно во времени. Если
нам удастся показать, что

(Vc) (Vxj,) (Зс') (VxO [р, (с', xt) =  pj(c. 1 Tth

то требуемый результат будет следовать из теоремы 2.1. Зафикси­
руем произвольные Xj и с =  (х*, у*) ^ С. Поскольку наша систе­
ма является предопределенной, найдется единственное i/^j, такое,
что i/'-i/j-,) € SK Пусть ? =  а > 0 .  Обозначим x*‘xj^
через х \  а у' через у*. Поскольку S  стационарна, мы имеем 

(х‘, у*) I Tat е S* I T^t =  I с  (S) \T„t = F^ (S \  Р) ,

Следовательно, F~^ ((ж', у*) | ^ S*. Пусть {х\ у*) \ Т =
=  (^ati V a t )  и с' =  F~° { x „ t ,  H a t )  €  С. Зафиксируем произволь­
ное Xf  Тогда р-(с, x-^^^xt) = y^^‘yt Для некоторого yt. Но из опре­
деления р- вытекает, что {х*-xt, у*‘yt) ^ S, а иг условия стацио­
нарности системы — что {х*-Xt, y^-yt) | с: F° (S), т. е.

F - ‘̂ [{X*-Xt, y*-yt) I Т„] =  F-°{x„t‘Xt, Уог‘Уг) € S.
С другой стороны, если у^=р^{с' ,  F~° (xt)), то (F-’̂ {x„t'Xt), 

{Уа1)'У{) Значит, поскольку система S является предо­
пределенной начиная с момента t, F~° {yi) = y j ,  т. e.

P« (с', Xt) =  F  ̂(yj-) == (c, Xj- -̂Xt) I

что и требовалось доказать.
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Теорема 3.2. Пусть стационарная линейная система S <ziX X Y  
является предопределенной начиная с момента Тогда 5 - может 
быть представлена инвариантной во времени сильно неупреждаю­
щей линейной динамической системой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р̂ : 5^ х  X- есть есте­
ственная реакция системы S. Тогда pg-: Z - У- удовлетворяет 
соотношению

р2( (®<) =  0-У?) 6 S.
Если нам удастся показать, что

т  i^Xt) [F*-‘ (Fi-i (Xt))) =  (О.хЛ I Г,], 
то требуемый результат получится сразу из теоремы 2.5. Зафик­
сируем произвольное ж,. Пусть i/- =  p2^ (f  (аг()), где а = t —
— < ^  0. Тогда (xt), 0 - у ^ ) ^ 8 .  Заметим теперь, что
является предопределенной начиная с момента t и что (О, 0) 6 S. 
Тогда pgj- (0*a;t) = О-у t для некоторого yt, т. е. (О-а;,, 0-y, )^S.  
Поскольку S  стационарна, .

(0.Х„ 0 . y , ) l T , e S , c = F ^ ( S ) ,
т. е.

(0 - F-u^ th  0 ‘F - u h ) ) e s .
Следовательно, i/  ̂ =  F~^ (у )̂, и потому

f^(P2t = y t =  P2t I T,,
что и требовалось доказать.

4. АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ
ОДНОГО КЛАССА ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Общая теория систем, которую мы развиваем в этой книге, 
очевидно, охватывает широкий спектр частных теорий, посвя­
щенных различным классам систем с более глубокой и более кон­
кретной математической структурой. Однако большой интерес 
представляет строгое и формальное наведение мостов между 
нашей и классической теориями. Задача эта требует тщательного 
изучения, а ее решение представляется весьма важным, поскольку 
только это позволит строго установить, какие из результатов 
общей теории систем являются закономерными обобщениями кон­
кретных и более узких результатов, полученных ранее, и бла­
годаря этому выяснить, какими общеструктурными свойствами
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ДОЛЖНЫ обладать эти системы для того, чтобы вести себя тем или 
иным образом.

В этом параграфе мы собираемся исследовать взаимосвязи 
между общими системами и динамическими системами, описывае­
мыми линейными обыкновенными дифференциальными уравне­
ниями с постоянными коэффициентами. Не говоря уже о важ­
ности этого класса систем для практических приложений, отме­
тим, что именно этим системам отводится основная роль в клас­
сической теории линейных систем, которую вполне можно рас­
сматривать как теорию одного класса систем линейных дифферен­
циальных уравнений.

Динамические системы того класса, который мы собираемся 
рассматривать в этом параграфе, описываются системой линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэф­
фициентами следующего вида:

dc/dt = F e -{■ Gx, (6.2)
У =  ^с , (6.3)

где F, G VI Н  матрицы постоянных коэффициентов, а х, у и с _
вектор-функции.

Такое описание этих систем мы получим на аксиоматической
основе, исходя из понятия общей линейной временной системы
5 с  X

Аксиома 4.1. Входной и выходной алфавиты А ш В системы, ее 
множество моментов времени Т и поле А , необходимые для опре­
деления линейной системы, имеют следующий вид: А =  Е'^, 
В — Е'', Т =  /?■*■ (т. е. множество неотрицательных вещественных 
чисел), Л  -= R -а X = Ь.^ф, оо).

Аксиома 4.2. Система S стационарн^ и является предопределен­
ной начиная с некоторого момента 1.
Аксиома 4.3. 5^ =  {г/-: (О, г/-) 6-5^} =  С есть конечномерное 
векторное пространство размерности п.

Пусть pgj-. С X есть реакция на входное воздействие,
соответствующая естественной реакции системы. Пусть, кроме 
того, {ci, . . ., с„} — базис пространства С, а ш: С у д о ­
влетворяет условию

П

Ф(с) =  («1, . . . , а „ ) < ^ с  =  2  OLiCi.
г=1

Заметим, что ф линейно. Потребуем затем, что р (с) =  с. 
Поскольку инвариантное во времени семейство реакций, порож­
даемое реакциями и реализуемо, для него выполняются
9 - 0 2 9 »
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следующие условия (согласованности реакций на состояние): 

(Vx^,(Ec)(pn(c)=i'’‘-'‘ (Ри W)=P2?

Т. е.

является линейным подпространством в С. Этот факт мы будем 
использовать в наших последующих рассуждениях.

Следующая аксиома гарантирует нам определенного типа 
непрерывность;

Аксиома 4.4.
(i) Для каждого х ^ Х  отображение (ху); В {= £’’)

дифференцируемо. . „ ,  ^ / \ /л v  к
(ii) Для каждого отображение Pgj- (—) (О-

непрерывно.
(iii) Отображение pif (—): С непрерывно.,
(iv) Функции с являются аналитическими.

Заметим, что, как уже было установлено в гл. V, система ,̂ 
описываемая уравнениями (6.2) и (6.3), является предопределенной 
начиная с момента ?, где ^ — произвольное положительное число.

Легко видеть, что для систем, описываемых уравнениями (6.2) 
и (6.3), все четыре аксиомы справедливы. Покажем теперь, как 
эти уравнения могут быть выведены из этих аксиом.

Для упрощения обозначений заменим t на 0; это эквивалентно 
смещению оси времени влево на t. Другими словами, договоримся 
писать P20 и рю вместо ® Рг? • Соответствующим образом будут 
заменены Гу, и другие сужения. Естественно, что это[не при­
ведет ни к какой потере общности.

Поскольку отображение Рго (—) (̂ )- X Е’’ непрерывно и л  =  
=  Lj (О, схз), из теоремы о представлении линейных функцио­
налов в гильбертовых пространствах вытекает существование 
такого W (t) 6 ^2  (0>

оо

Р20 И  W =  5 'Г) ^ ("f)
О

где W {t, т) = W (t) (т): Е”' Е ’’ есть некоторая матрица. Но 
согласно аксиоме 4.2, семейство'рг инвариантно во времени и удо­
влетворяет условию согласованности реакций на входное воз­
действие, т. е. Р2о(0-^^'И) I Tt =  F‘(P2o' (^))- Следовательно, для
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любых X

оо

(Рго {0-F* (х)) |Тt] (т) = р2о {0»F̂  (х)) (х) = j w (т, а) {0-F* (х)) (а) da=-
о

=  j U7 (т, а) [F* (а:)] (ст) d a =  [ м; (т, а) х (o—t) da = 
t t

оо

=  j w(x,  a +  t)'x (a) da. 
0

С другой стороны,
оо

F* (Рго (^)) (x )= P 20 (х) (т — f) — j  w { T — t,  а)х  (а) d a .

и потому
оо оо

j Iff (г, а +  t) X (а) da = (  W (т — t, о) х (о) da.
0J о

Но так как это равенство выполняется при любых х ^ X,  спра­
ведливо равенство w (х, а +  t) = w (х — t, а) (т — i >  0). Зна­
чит, для а =  О мы имеем w (т, t) = w (х — t, 0). Обозначим
W (х — t, 0) через н?о (г — t). Тогда

’гРго (а;) (О =  \ iffo (t — а) X (а) da. (6.4)
10

Более того, поскольку удовлетворяет условиям сильной 
неупреждаемости, для каждого Xt 6 Xf

оо

Рго (0*â j) (i) =  j  и’о (̂  — х) Xt (т) dx =  О,
t

Т. е. из t а О  следует, что W q (t) =  0. Именно так определяется 
обычно условие неупреждаемости для весовых функций. В итоге 
мы получаем, что

t
ГРго ( )̂ (О = j  Щ (t — х) X (т) dx. 

о
Используя теперь следствие 2.2 теоремы 2.4, определим F (t): Е"-*- 

-^1 ВТ так, чтобы

i^(<) (ai, . . ., «п) =  . 2  <̂iCi (О-

9*



Но так как отображение
Ф ^ - ‘( Р 2 о ( - * 0 )  I T t) :

непрерывно, найдется такая матрица G {t, а): что
i

ф/^-‘ (р20 (^‘ -0) 1 Г,) =  J G (<, о) (о) da.
О

Следствие 2.2 из теоремы 2.4 утверждает, что матрица G инва­
риантна во времени, а так как наша система является к тому же 
и сильно неупреждающей, то, рассуждая точно так же, как мы 
это делали для w, мы получаем, что G а) = G {t — а, 0) ^  
=  Go (i — а) и Go (t) =  О для  ̂ < 0 .  Поэтому

t
р20 . 0) (т) =  F (т -  <) j (̂  -  О) (а) da.

О

с  другой стороны, из уравнения (6.4) мы получаем
t

Р20 • 0) (т) = j шо (т — а) X* (а) da.
О

Положим т — t = х' и t — G = —а '. Тогда w (т', а') =  
=  F (т')« Gq {—o'), а так как функция Ct является аналитической, 
то отображение F (t) должно быть непрерывно дифференцируемым. 
Поэтому применима классическая теория реализации и система S 
может быть описана уравнениями (6.2) и (6.3).

5. АБСТРАКТНЫЕ ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФУНКЦИИ i)

Если динамическая система описывается линейными обыкно­
венными дифференциальными уравнениями с̂  постоянными коэф­
фициентами или линейными конечно-разностными уравнениями 
с постоянными коэффициентами, то одним из наиболее мощных 
инструментов их анализа оказывается аппарат передаточных 
функций. В связи с этим представляется важным понять, как 
передаточную функцию можно определить в столь общем кон­
тексте, который характерен для настоящей книги.

Для того чтобы справиться с этой задачей, нам придется ввести 
для входного объекта X  и выходного объекта Y  более богатые 
математические структуры. Пусть V — некоторая линейная алгеб­
ра, Л =  а 5  =  где А/ гиг  — некоторые положительные
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целые числа. Обозначим через С/ d  временной объект, для 
которого выполнены следующие условия:

(i) и  есть линейная алгебра над
(ii) и  есть коммутативное кольцо, операция умножения 

♦ в котором удовлетворяет следующему условию: для и и и' 6 
и *и' = 0  <=> =  О или и =  0.

(iii) Входной объект X  и выходной объект Y  могут быть 
выражены через U следующим образом: X ~  JJ'̂  и Y  = U .̂

Временной объект U мы будем называть базовым.
Рассмотрим один пример. Положим Т =  [О, оо), V = R 

и С/ =  С (О, оо). Для каждого t ^ Т определим
t

(u*u){t) =  ̂ u{t — G)*u (а) do.
о

Как легко показать, операция ♦ коммутативна. Более того, 
и^й  ~  0<=>1̂  =  О или и =  0,^ так что С (О, оо) действительно 
может служить базовым временным объектом для таких X и У, 
которые использовались в предыдущем параграфе.

Предположим теперь, что линейная реакция на входное воз­
действие Р20- X - ^ Y  может быть представлена в виде

т
9 2 о{^) --=У <=> Уг= S  для всех i( =  1, .. г), (6.5)

j=i
где Wij ^ С/. Правая часть этого соотношения представляет дина­
мическую систему в терминах ее абстрактной весовой функции. 
Введем теперь отношение эквивалентности Е а  X полагая

{{и, и'), (и, и')) ^ Е <=> {и* и' = и *и).
Как хорошо известно (см. [7]),
(i) V^IE является полем, называемым обычно факторполем, 

операции в котором определяются следующим образом:
нулевой элемент О =  [О, и], где и Ф О произвольно, 

единица =  [и, и], где и ф О  произвольно,
[и, и ]  +  \и, и ]  =  [и * и  +  и *  и\ и' * и'],
[и, и ]  X [и, и]  = [и * и, и' * и'].

(ii) Пусть щ  — некоторый о т л и ч б ы й  о т  нуля фиксированный 
элемент из U, di h: U V'^IE удовлетворяет условию h {и) =  
=  [и * Uq, Uq], Тогда h является гомоморфизмом в том смысле, что

h {и +  и') = h (и) +  h {и') и h {и * и') = h (и) X h {и').
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Но теперь абстрактная передаточная функция получается 
в результате применения преобразования h к уравнению (6.5), 
т. е.

т т
h { y i ) ^ h { ' ^  Wij*xj)= 2  h{Wij) xh{xj ) .

j= l i= l

Таким образом, абстрактная передаточная функция TF(p2o) для 
р2о может быть представлена матрицей следующего вида:

~h{wn) . . .  h{w^rnY 
tf(p2o)=  ; ;

X i ^ n )  . . . h  {Wrm)_ 
в  частности, если г =  ттг =  1, то

h (шп) =  h {yj)/h (xj).

Чтобы показать, что такая абстрактная передаточная функция 
действительно является законным обобщением обычного понятия 
передаточной функции, нам придется выяснить, как можно пред­
ставлять дифференциальные и интегральные операторы в фактор- 
поле и^/Е,

Пусть D: и  ^  и  — линейный оператор, такой, что
D {и) = и' i  * w' -f а  {и), (6.6)

где 1 ^ и  — некоторый фиксированный элемент, а а: С/ -► С/ — 
линейный оператор. В обычном операционном исчислении D — 
это дифференциальный оператор, а отношение (6.6) означает, что

t
duldt == и' <=i> w (̂ ) == j  1 X u\{x)]dx - f  (0),

0

где 1 — постоянная функция, такая, что 1 {t) — \ при любых t. 
Если гомоморфизм h применить к отношению (6.6), то получим, что

h {D{u)) =  h {и) <̂ => h {и) = h {!) X h (и) +  h {а (и)), 
и значит,

h {D (и)) =  h {и') = (1/fe {!)) X {h {и) -  /г (а {и))).
Если теперь i/h (1) заменить на s, то последнее соотношение 

примет следующий вид:
h (D{u)) = s { h { u ) ^ h  {а {и))). (6.7)

Рассматривая теперь /г как преобразование Лапласа, мы ви­
дим, что уравнение (6.7) в точности совпадает с одной из основных 
формул теории преобразования Лапласа, если оператор D ин­
терпретировать как дифференциальный.
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Аналогично, если интегральный оператор I: U U пред­
ставить соотношением

1{и) = и <̂ => и' = 1 *
то оператор I  можно записать в следующем виде:

h (1{и)) =  h {u)ls. (6.8)
Уравнение (6.8) совпадает еще с другой основной формулой 

теории преобразований Лапласа. К тому же нетрудно показать, 
что отображение/г инъективно, и значит, для h существует «обрат­
ное преобразование».

5. Абстрактные передаточные функции 135



Глава V II

УПРАВЛЯЕМОСТЬ

В этой главе мы определим в самом общем контексте некоторые 
фундаментальные понятия того же типа, что и управляемость. Для 
этого нам придется рассматривать не только характеристики соот­
ветствующих систем, но и оценки качества их поведения. При 
этом классические понятия этого ряда, такие, как управляемость 
по состояниям, функциональная управляемость или воспроизво­
димость, окажутся частными случаями этих более общих понятий.

Приводятся также необходимые условия общей управляемости 
многокритериальных систем, т. е. систем, оценка качества пове­
дения которых выражается не каким-то одним числом, а вектором, 
например, систем с несколькими параметрами состояния, если 
речь идет об управляемости по состояниям. При этом для класса 
линейных систем удается получить как необходимые, так и доста­
точные условия общей управляемости. К тому же устанавливается, 
что классические условия управляемости по состояниям и функ­
циональной управляемости для систем, описываемых дифферен­
циальными уравнениями, могут быть получены в результате кон­
кретизации этих общих условий.

Глава VII завершается исследованием взаимосвязей между 
различными свойствами временных систем по отношению к их 
свойствам управляемости и реализуемости.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Для того чтобы обобщить понятия типа управляемости, сделав 
их пригодными для более общего контекста, представляется 
целесообразным сделать два следующих замечания:

(i) Способность системы функционировать определенным обра­
зом обычно оценивается по характеру ее выходной величины, 
но в конечном счете она зависит лишь от поступающих на нее 
входных воздействий. Поэтому условия, определяющие, обладает 
система некоторыми свойствами или нет, будут выражены в тер­
минах существования соответствующих входных воздействий.

(ii) Для того чтобы определять понятия в этой категории, 
необходимо, вообще говоря, вводить некоторую оценочную функ­
цию, или показатель качества, позволяющую уточнить, что же



считается желаемым поведением системы. Мы специально обра­
щаем внимание на это потому, что в классической теории (напри­
мер, в теории управляемости систем, описываемых дифференциаль­
ными уравнениями в пространстве состояний) эти функции в явном 
виде не фигурируют. Поэтому в дальнейшем мы будем считать, 
что, кроме системы 5 с: X X У, задано некоторое отображение

G: X X Y - ^  7,
которое мы называем оценочной функцией (или критерием каче­
ства) системы.

В этой главе система описывается с помощью отображения, 
определенного на двух объектах М  и U:

S: М X U ^ Y .
Такое определение допускает несколько интерпретаций. Напри­

мер, можно рассматривать S как какую-то начальную реакцию 
общей системы, являющейся на самом деле отношением, можно 
рассматривать ее как функциональную систему или как объеди­
нение семейства реакций и т. п. Каждый раз, когда речь пойдет 
о какой-то конкретной интерпретации отображения 5, мы будем 
это специально оговаривать.

Оценочная функция G имеет для такого представления систе­
мы S вид G: М  X и  X Y  V, а композицию отображений S 
я G мы условимся обозначать через g: М X U V,  причем для 
любых (т, и) ^ М  X и

g {т, и) = G {т, U, S (т , и)).
В рассматриваемой категории имеется три основополагающих 

понятия.
Определение 1.1. Множество V' c zV  называется воспроизводимым 
{достижимым, доступным) относительно g тогда и только тогда, 
когда

(Vz;) [v ^ V ' ^  (Е (m, и)) {g (m, и) = v)\.
В тех случаях, когда характер отображения g ясен из контекста, 
его можно явно не упоминать.

Точка V ^ V называется воспроизводимой тогда и только тогда, 
когда существует воспроизводимое множество У', такое, что 
V е V \
Определение 1.2. Множество V' а  V называется вполне управляе­
мым относительно g (или G и 5) тогда и только тогда, когда

(Vz;) (Vw) {v ^ V' & и ^ и  {Im) (g (m, и) — v)].
В тех случаях, когда характер отображения g ясен из контекста, 
его можно явно не упоминать.
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Заслуживает упоминания еще один вариант определения 1.2, 
хотя мы и не собираемся исследовать его подробно. Дело в том, 
что требования определения 1.2 могут оказаться слишком ограни­
чительными для некоторых практических приложений, в которых 
было бы достаточно обеспечить качество, принадлежащее некото­
рому подмножеству V' при любом ^ ?7, а не требовать, чтобы 
это качество принимало некоторое фиксированное значение. В этом 
случае условие полной управляемости должно выглядеть следую­
щим образом:

( V u )  [ и ^ и  =>■ ( З т )  { g  ( т ,  и )  6  F ' ) ] .

Третье понятие мы определим для случая, когда оценочный 
объект V имеет более одной компоненты, т. е.

V = V ^ X  . . . X X {Vj: 7 е Ik},
где /ft =  {1, 2, . . Для удобства условимся пользоваться
в этом случае символом вместо F, причем верхний индекс 
указывает на число компонент в объекте V. Если V имеет более 
одной компоненты, то соответствующую систему мы договоримся 
называть многокритериальной.

Для каждого i ^ 1^ обозначим через Pi отображение проекти­
рования Pi\ Vi, т. е. будем обозначать через Pi{v) i-ю ком­
поненту оценки V.

Договоримся также называть подмножество V' ^  декар­
товым тогда и только тогда, когда

Г  =  р, (Г ) X . . . Х р к  (Г ),
т. е. когда V  совпадает с декартовым произведением своих проек­
ций. Для любого заданного подмножества V' с= определим 
декартово множество У', порожденное множеством 7 ', как V' = 
=  Pi X . . .  X рн {V'). Очевидно, что некоторое множество 
V' является декартовым тогда и только тогда, когда F ' =  7 '.

Теперь мы готовы ввести следующее понятие:
Определение 1.3. Множество V' а  называется склеенным 
(при заданных S и G) тогда и только тогда, когда декартово мно­
жество У', порожденное У', не воспроизводимо. Другими словами, 
У' называется склеенным тогда и только тогда, когда истинно 
следующее предложение:

(3i;) [у 6 & (V {т, и)) (g (m, и) Ф  t>)].
Множество V  называется несклеенным тогда и только тогда, когда

(V i; )  [ v e V '  =Ф- (3  {тп, и ) )  { g  { т ,  и )  =  t>)].

Содержательный смысл понятия воспроизводимости очевиден. 
Любой элемент воспроизводимого множества можно получить.
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если возникнет такая необходимость. Управляемость — это более 
сильное свойство, которое гарантирует возможность достижения 
любой заданной оценки v ^ V '  при любых внешних условиях, 
т. е. при любых и ^ и . Наконец, склеенность — это специальное 
понятие, относящееся лишь к системам, оцениваемым по вектор­
ному критерию. Система называется склеивающей относительно 
декартова множества У' =  X  . . . X  У ,̂ если не все возмож­
ные комбинации компонент ее оценки возможно реализовать 
одновременно, т. е. если некоторое заданное значение одной 
из компонент, скажем Vi ^ Pi (У'), может быть достигнуто лишь 
в сочетании с некоторыми (а не всеми) значениями остальных 
компонент. Создается впечатление, что между различными ком­
понентами оценочного объекта как бы существует внутренняя 
взаимосвязь, чем и объясняется термин «склеивающая». Если мно­
жество У' является склеенным, то существует нетривиальное 
отношение

'F с р х  ( Г )  Х . . . Х Р Н  ( Г ) .

такое, что
V =  к ,  . . Vk) ^  (3  (те, и ) )  [g (те, и) =  у].

Это отношение W мы будем называть отношением склейки. Если 
W — функция, т. е. если

V , X  . . . X V i ^  У,+1 X  . . . X  У„

мы будем называть ее функцией склейки, а соответствующее 
множество — функционально склеенным.

В этой главе мы примем еще несколько дополнительных согла­
шений.

(i) Если выбор т и/или и ограничен, скажем, множеством 
М' X С/' CZ М X С/, то мы условимся говорить о воспроизводи­
мости или управляемости относительно М' х  а множество 
У' будем обозначать через У' [М' X U'].

(ii) Если V  — М {g), то мы будем называть склеивающей или 
управляемой (в зависимости от того, о каком свойстве идет речь) 
саму систему. Поэтому система называется несклеивающей тогда 
и только тогда, когда область определения ее характеристики g, 
т. е. М {g), является декартовым множеством.

(iii) Если V' ^  g {М X  {î }), где и — некоторый заданный 
элемент из С/, то мы будем говорить, что система управляема для и 
или, короче, и-управляема в У'. Аналогично, если У' содержит 
всего один элемент, т. е. У' =  {у}, то мы будем говорить, что 
система управляема в v или, короче, v-управляема.
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(а) Взаимосвязь между основными понятиями теории 
управляемости

Взаимосвязь между различными введенными выше понятиями 
легко установить, исходя из самих определений.
Предложение 1.1. Если множество У' вполне управляемо, то оно 
воспроизводимо.

Однако обратное утверждение неверно.
Предложение 1.2. Если множество У' несклеенное, то оно вос­
производимо.]

Несколько более тонкой является взаимосвязь между поня­
тиями полной управляемости и склеенности. Несклеенность не 
влечет за собой полную управляемость, а полная управляемость 
не влечет за собой несклеенность, как это можно было бы ожидать 
из интуитивных соображений. Чтобы доказать справедливость это­
го утверждения, предположим, что множество У' несклеенное 
и, более того, существуют такие и ^ С/ и i; ^ У, что g (ттг, и) = v 
при любых т ^ М. Последнее предположение не мешает несклеен- 
ности множества У', но в то же время противоречит предположе­
нию о полной управляемости, поскольку в этих условиях добиться 
произвольного V* Ф  V с помощью соответствующего выбора т ^ М  
нельзя, если только и = и, В свою очередь предположим, что 
множество У' вполне управляемо. Но это еще не означает, что У' 
можно считать воспроизводимым. Конечно, если У' =  У', то 
полная управляемость влечет за собой, по определению, несклеен­
ность У'. Этот вывод к тому же позволяет получить и некоторые 
достаточные условия срыва управляемости в терминах склеен­
ности.
Предложение 1.3. Пусть У '[cz У̂  — некоторое декартово мно­
жество, т. е. У' == У'. Если У' склеено, то оно не может быть 
вполне управляемым.

Только что сформулированное предложение играет важную 
роль в различных практических приложениях. Если интересую­
щее нас множество является декартовым, то для того, чтобы 
показать, что оно не может быть вполне управляемым, достаточно 
установить его склеенность\

Предложение 1.4, Пусть У' сг У̂  — некоторое декартово мно­
жество. Множество У' вполне управляемо относительно £/' тогда 
и только тогда, когда множество У' [М X {и}] является несклвен­
ным для любого U g С/'.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть множество V' является 
несклееяным для М X {и) при любом и ^ U' , Тогда V' ^  g {М X 
X {î }) при любом и ^ U' и, значит, V' вполне управляемо по 
определению. В свою очередь если V' вполне управляемо отно­
сительно и \  то V' (Z g {М X  {и}) для любого и ^ U' , А это 
значит (по определению), что V' воспроизводимо, а поскольку мно­
жество V' декартово, оно должно быть склеенным, ч. т. д.

2. НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ УСЛОВИЯ УПРАВЛЯЕМОСТИ

Управляемость системы зависит от характера отображения g 
и от ограничений, действующих в области М X  С/, в то время 
как различные условия управляемости зависят от более конкрет­
ных определений этих отображений и множеств. Однако когда 
речь идет о многокритериальных системах, т. е. когда оценочный 
объект содержит более одной составляющей, оказывается воз­
можным получить довольно общие условия управляемости, отра­
жающие взаимосвязь между различными компонентами оценки. 
Понятно, что этот подход самым тесным образом связан с поня­
тием склеенности. И, в самом деле, в качестве типовой мы рас­
смотрим сейчас следующую задачу:

Пусть дана некоторая многокритериальная система g. Каковы 
условия несклеенности системы gl Другими словами, воспроизводимо 
ли множество g {М X  С/)? Решение этой задачи позволяет сразу 
перейти к условиям управляемости. Ведь в этом случае управляе­
мость существенно зависит от взаимосвязей между различными 
компонентами оценки, а это позволяет говорить о ней как об алгеб­
раической (или структурной) управляемости. Важность этого 
случая можно увидеть хотя бы из того, что почти все условия, 
относящиеся к проблеме управляемости и полученные на сегод­
няшний день для различных классов систем, относятся именно 
к этому типу.

Итак, начнем с одного достаточного условия склеенности.
Теорема 2.1. Пусть g: М X U есть некоторая многокрите­
риальная система. Если существуют некоторое положительное 
целое 7 <  /Ь и некоторая функция F: такие, что диа­
грамма
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коммутативна, а множество {М X U) непусто и содержит
более одного элемента, то рассматриваемая система является 
склеивающей [т. е. множество g {М X U) не является декарто­
вым], где X . . .Х 7;, а и — операторы проекти­
рования в и V X . . .  X 7ft соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть q = к j. Поскольку мно­
жество -g {М X U) содержит более одного элемента, обозначим 
через и два различных элемента из p^*g {М X U), причем

=  pQ.g (т/г, и), а i;® =  p^>g (т, и). Предположим, что рас­
сматриваемая система несклеивающая. Тогда, поскольку 
{p^-g (т/г, и), p^*g (m, и)) ^ g {М X U), найдется такое (т\  и') ^ 
^ М X и,  что g (т', и )  = {p̂ >g (т/г, и), p^>g (m, u)). Так как 
приведенная выше диаграмма коммутативна, отсюда следует, что

F-p’ -g (т, и) = g (т\  и') ф  g {т, и) = F -g {т, и).
Мы получили противоречие, ч. т. д.

Чтобы вывести необходимые и достаточные условия склеенно- 
сти, в определение системы нужно ввести дополнительные струк­
туры. В частности, этого можно добиться, задав на оценочном 
объекте V линейную структуру. Однако V по-прежнему должен 
оставаться многомерным объектом, что необходимо для склеен- 
ности и алгебраической управляемости. Для этого существует 
два пути.

(i) Пусть У—линейное пространство, а/? =  (/?1, . . ., семей­
ство соответствующих операторов проектирования, Pii V -> У̂ , 
таких, что Vi — некоторое линейное подпространство, а У ~  
их прямая сумма, У =  У1 © . . . © Vk- Теперь в качестве ком­
понент оценочного объекта У мы будем рассматривать составляю­
щие этой прямой суммы. Заметим, что если исходить из некоторого 
заданного линейного пространства оценок У, то и сами составляю­
щие этой прямой суммы, и их число определяются семейством 
операторов проектирования р, которое в общем случае для задан­
ного пространства определяется не единственным образом, 
поскольку разложить линейное пространство на подпространства 
можно многими способами. Склеенностъ в V поэтому приходится 
определять относительно некоторого заданного семейства опе­
раторов проектирования,

(ii) Пусть y  =  y j X . . .  X Ул =  У^и каждая составляющая 
Vi этого произведения является линейным пространством. Тогда 
линейным пространством является и само множество У.

Теперь мы готовы сформулировать некоторые необходимые 
и достаточные условия склеенности.
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Теорема 2.2. Пусть V — линейное пространство над полем Л  
и g {М X Щ ^  отличное от нулевого линейное подпространство 
в пространстве У. Тогда для существования семейства проекций, 
относительно которых рассматриваемая система оказывается 
склеивающей, необходимо и достаточно, чтобы нашлись такие 
собственное линейное подпространство Fj сг У и функция F:

У, что диаграмма

коммутативна, если р-̂  есть проекция У в V̂ .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства достаточ­

ности. Если {I — Pi)^g {М X U) содержит хоть один отличный 
от нуля элемент, в нем имеется более двух элементов. Но тогда 
свойство склеенности системы следует из теоремы 2.1. Предполо­
жим поэтому, что (/ — /?i) -g (М X i7) =  {0}, т. е. что g (М X V)ci 
с: У̂ . Пусть = g {М X С/), и пусть — такое линейное 
подпространство, что У =  У̂  © У2. Тогда, используя тот же 
метод, что и при доказательстве теоремы 1.2 гл. II, мы можем 
построить такое другое линейное подпространство У|, что У =  
=  y j©  У2 и У̂   ̂ У'. Следовательно, существует такое О, 
что i; ^ У̂  и v^V[ .  Обозначим семейство операторов проекти­
рования, соответствующих {У', У2}, через {pi, Очевидно, 
что p^v Ф  0. Предположим, что рассматриваемая система является 
несклеивающей относительно р,^). Но тогда, поскольку для 
любых а ^ А  11 а' ^ Л  имеют место включения p^av G У̂  и p^a'v G 
е У2» то]

ap-̂ v +  ol'p ^v =  ai; 4- (а' — а) p<̂v 6 У̂ .
Но так как (а' — а) p^v g У2, то это противоречит предположе­
нию о том, что У =  У1 © У2.

Перейдем теперь к доказательству необходимости. Для этого 
заметим, что соотношения V zd g {М X U) zd g {М X U) верны 
для любых систем. Если система склеивающая, то найдется такой 
отличный от нуля элемент у g У, что!; ^ g (М X U). Пусть У2 =  
=  {av: а ^ Л ). Тогда, поскольку g {М X С/Г есть некоторое



линейное подпространство И, значит, [\g {М X U) -= {0}, под­
пространство Т̂2 является собственным подпространством про­
странства V. Но это значит, что существует другое такое подпро­
странство что F =  © ^2 и g {М X С/) С2 Ух- Определим
F: Fi ^  F, потребовав, чтобы F {v̂ ) =  v̂ . Если v = g {т, и), 
то v ^ V i  и, следовательно, Pi'g {т, и) = g {т, и). Следо­
вательно, F -pi-g (ттг, и) = g (ттг, и), ч. т. д.
Теорема 2.3. Пусть — некоторое конечномерное линейное 
пространство над полем Л,  причем каждое Ff порождено Vi # 0 ,  
т. е. Vi =  {avi\ а G *Л). Предположим, что g (М х U) есть неко­
торое линейное подпространство пространства У̂ . Тогда для 
склеенности системы необходимо и достаточнр, чтобы нашлись 
такое собственное линейное подпространство У̂  ci У̂  и функция 
F: У̂  У̂ , что следующая диаграмма
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коммутативна, а  ̂*g {М X U) содержит хотя бы один отлич­
ный от нуля элемент.

Д о к а з а т е л ь с т в о  достаточности повторяет доказа­
тельство теоремы 2.1. Установим поэтому лишь необходимость. 
Пусть V' = g { M X U) и У• =  Pig {М X U). Поскольку У' 
склеено. У' представляет собой собственное подмножество в 
у; © . . .  © Уд. А это значит, что существует одна компонента У^ 
такая, что VI ф  У'или, что то же самое, У̂  © . . . © У̂  d  У'. 
Поэтому предположим, что, например Vh c/Z V' . Тогда найдется 
один такой элемент i;̂ , что О Ф ^ Vk и Vk ^ V' . Но так как У̂  
порождено некоторым то без какой-либо потери общности 
мы можем предположить, что =  v .̂ Определим теперь отно­
шение X d  У̂ ~̂  X потребовав, чтобы

Vk) 6 (3 [т, и)) .g {т, и) & Vk^p^g {т, и)).
Покажем, что X на самом деле есть функция, X: fZ) (X) Fft. 
Поскольку V является собственным линейным подпространством, 
существует такая линейная функция /: V А,  что /  (v^) =  1



и /  (î ') =  о, если v' ^ V \  Предположим, что у )̂ 6 Л, и
v'k) 6 К где Vk =  аУй, а v’k = а ' • vu- Но тогда /  (i^-^ +  

+  Vk) = О = f  (г/-^ +  va) и , следовательно, а / (щ) =  а '/  (у*), 
или а = а'. А  это значит, что =  у*, т . е. А, — функция. Опре­
делим тогда F: так, чтобы F +  Я
Тогда

P-P^~^-g{m, и) =  (то, и) +  Я {т, и)) =
=  (т, и) +  p^-g (т, и) = g (m, и),

ЧТО и требовалось доказать.

Заметим, что при доказательстве этих теорем никаких пред­
положений относительно линейности g мы не делали. Конечно, 
самый простой способ удовлетворить как условиям теоремы 2.2, 
так и условиям теоремы 2.3,— это потребовать, чтобы М  ж U 
были линейными пространствами, а g — линейной функцией.

Поскольку, согласно предложению 1.3, склеенность исклю­
чает любую возможность управляемости, мы сразу получаем 
несколько следствий.

Следствие 2.1, Если выполнены условия теоремы 2.1, то множество 
g {М X U) не может быть вполне управляемым.

Следствие 2.2. Предположим, что g {М X U) есть линейное под­
пространство некоторого линейного пространства F. Тогда, если 
выполнены условия теоремы 2.2, то всегда существует такое 
семейство проекций, что множество g {М X U) не может быть 
вполне управляемым относительно этого семейства.
Следствие 2.3. Предположим, что g {М X U) есть некоторое 
линейное подпространство конечномерного линейного простран­
ства F*. Тогда, если выполнены условия теоремы 2.3, множество 
g { M  X U) не может быть вполне управляемым.
Следствие 2.4. Предположим, что g {М X {0}) есть некоторое 
линейное подпространство линейного пространства V, & U = 
=  {0}. Множество V не может быть вполне управляемым в том 
и только в том случае, когда выполнены условия теоремы 2.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  достаточности сводится к примене­
нию следствия 2.2. Поэтому докажем лишь необходимость. 
Поскольку V в этом случае не управляемо, g (М х {0}) должно 
быть собственным подмножеством в V. Обозначим g (М х  {0}) 
через Vi. Но тогда найдется такое другое подпространство F^, 
что F =  F i©  Fj. Определим F: так, чтобы F (у̂ ) =  у,.
Но тогда мы сразу получаем требуемый результат, ч. т. д.
10-0296
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Чтобы вполне оценить содержательный смысл этих следствий^ 
необходимо отметить, что функция F: должна удовле­
творять отношению

{ ( v i ,  . . V j ) ) - =

=  (Vj+i, . . vh) & (3  {m, и)) ip ’g {m, u) =  ( F i ,  . . F ; ) )  <=>

< = > (3  (те, и)) [ g { m ,u )  =  (i»!, . . Vj, vj+i, . . (7 .1 )

T. e. функция должна быть склеивающей. Заметим теперь,
что функция g является векторнозначной, а существование F 
означает существование между различными компонентами ее 
значений определенных взаимосвязей. Точнее говоря, если зафик­
сировать значения j компонент, то значения остальных к / 
компонент будут определены функцией F. Поэтому утвержде­
ние (7.1) подсказывает такую проверку на управляемость. Начнем 
с системы уравнений

7  *. <"■' “ )• „ ,2 )

Vk =  gk ("̂ > и),
где gi {т, и) =  Pi-g {т, и). Если из системы (7.2) удается выве- 
сти систему уравнений вида

V г ~ F г  (^),

Vh = Fh W),
где 6 и 7 то множество g {М X  U) не может быть управ­
ляемым. Другими словами, достаточным условием неуправляе­
мости является возможность исключения из системы уравне­
ний (7.2) (описывающих исследуемую систему в терминах g) 
входных воздействий m и и и получения в результате некоторой 
функциональной зависимости между различными компонентами 
оценки, и только между ними.

В связи с этой процедурой уместно сделать следующие заме­
чания:

(i) Для того чтобы доказать неуправляемость, требуется дока­
зать лишь существование функций Fi, Ft,, а конкретный
вид этих функций является несущественным. В этом смысле 
отображение F играет в теории управляемости ту же роль, что 
и функции Ляпунова в теории устойчивости.

(ii) Если система S задана, характер функции F определяется 
функцией G. Например, если система S  описывается дифферен­
циальными уравнениями, функция F может устанавливать какие^ 
то отношения между значениями траекторий систеьш в некоторый 
(или любой) момент времени, т. е. F {у’’ (f)) =  J/*(Oi или межд^ 
этими траекториями в целом, например, у^ = F (у )̂, где у ж у  
соответствуют v’’ и v'̂ .
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Теорема 2.2 ясно указывает на роль линейности в теории управ- 
ляемости. По сути дела линейность превращает достаточные усло­
вия в необходимые и достаточные. Например, при определенных 
условиях оказывается достаточным проверить управляемость 
лишь для одного элемента из U.

Теорема 2.4. Пусть М  — моноид, vi U — абелевы группы, 
а g имеет следующий вид: g (m, и) = ĝ  (т) +  g  ̂ (ы), где g  ̂ — 
гомоморфизм, т. е. g  ̂ (и +  и’) =  g  ̂ (и) +  g  ̂ (и').

Пусть V  = О {g{M, {и}): и в f^}- Тогда если найдется такое
и' 6 и,  что лшожество V'lM X  {ы'}] вполне управляемо, то
вполне управляемо и V'[M х

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть v — некоторый произвольный 
элемент из F ', а у' =  у +  Покажем, что v’ в V'. Согласно
определению V', имеем v'i -  gf (и') =  6 П f  г (М, и), где =

^ и

=  PiV', g\ {и') =  {и'), Vi = P i‘V и gi (m, и) =  p f g  (m, и).
Но отсюда

vieCigi (М, и) +  gt {и') =  л {М, u + u') = f]gi (М, и)
и и и

и, значит, v' 6 V̂ - Поэтому, если множество V'{M Х {u'}J впол­
не управляемо, v' = v ĝ  {и') может быть представлено в виде 
у' =  ^ (то', и') для некоторой пары (тЯ', и ' ) ^ М х  {и'}, т. е.
V = ĝ  {т') +  ĝ  (0). Следовательно, V' [М X {0}] также вполне 
управляемо. Аналогичным образом можно показать, что если 
вполне управляемо множество V' [М X {0}], то при любом
и ^ и  вполне управляемо и у ' [М  X {и}]. Поэтому, если вполне
управляемо У '[М х {и'}] при некотором и' g U, то вполне управ­
ляемо и V ' l M  X и ] ,  ч.  т. д.

Хотя теорема 2.4 доказана для абелевых групп, а не для линей­
ных алгебр, она безусловно справедлива и для линейных алгебр, 
поскольку любая такая алгебра является и абелевой группой!

3. УПРАВЛЯЕМОСТЬ ВРЕМЕННЫХ СИСТЕМ

(а) Управляемость в пространстве состояний

В этом параграфе нас будет интересовать управляемость спе­
циального вида, представляющая особый интерес для динамиче­
ских систем. Точнее говоря, мы всегда будем считать выполнен­
ными следующие дополнительные предположения:
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(i) S — динамическая система с каноническим представле­
нием (ф, X) и соответствующим пространством состояний С.

(ii) и  = С ж V = С.
(iii) Оценочное отображение g определено в терминах семей­

ства функций перехода состояний, а его конкретный характер 
указан в определениях понятий, которые вводятся ниже.

В основном нас будут интересовать следующие понятия.

Определение ЗЛ. Динамическая система называется вполне управ­
ляемой (для своего пространства состояний) тогда и только тогда, 
когда

(Vc) (Vc) (За:*) (с =  фо, (с, Ix')].

Определение 3.2. Динамическая система называется вполне управ­
ляемой (по состояниям) из состояния с© тогда и только тогда, когда

(Vc) (За:‘) [с =  Фо* (со.

Для краткости мы будем называть систему управляемой (по состоя­
ниям), если она управляема из нулевого элемента своего линей­
ного пространства состояний.

Определение 3.3. Динамическая система называется управляемой 
{по состояниям) в состояние с̂  тогда и только тогда, когда

(Ve) (Эх‘) [Со “  Фо4 (с, 
и нулъ-управляемой^ когда, кроме того, Со =  0.

Важность сформулированных выше понятий управляемости 
в пространстве состояний для динамических систем связана с кано­
ническими представлениями. Ведь именно благодаря этим пред­
ставлениям динамику системы можно исчерпывающим образом 
исследовать, изучая семейство функций перехода состояний. 
Выходная величина системы в этом случае определяется видом 
выходной функции, которая является статической и не оказывает 
влияния на динамику эволюции системы. Следует также отметить, 
что управляемость в пространстве состояний была в теории систем 
хронологически первым понятием такого рода, и притом она ока­
залась и единственным подробно исследованным понятием в клас­
сической теории систем, а также в теории линейных систем (см. [8]).

Понятия, введенные в определениях 3.1—3.3, очевидно, тесно 
связаны между собой, но не совпадают друг с другом даже для 
линейных систем. Их монсно сделать эквивалентными, но для 
этого следует добавить некоторые новые условия, как это явствует 
из следующего утверждения:
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Предложение 3.1. Пусть S — линейная инвариантная во времени 
динамическая система, для которой существует такое t, что

(Vc) ( W )  (ЗхЬ (с =  Фо* (О, Х * ) ^  с =  (О, х'?)), (7.3)

(Vc) (Vx‘) (О =  Фо* (с, х‘) О =  {с, X*)), (7.4)
(V^)(Vc')(Зc)(c'=фo,(c, 0)). (7.5)

Тогда все три определения управляемости в пространстве состоя­
ний эквивалентны между собой при условии, что Cq есть нуль 
линейного пространства С,

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  (i) Определение 3.2 определе­
ние 3.3. Пусть с произвольно, и пусть с' = Поскольку
наша система управляема по состояниям, с' =  
некоторого Однако из условия (7.3) следует, что с' =Ф 2о? (^0
для некоторого и потому

о =  Фю?( )̂ +  4>20t ( -  (^*)) =
Но это означает, что условия определения 3.3 выполнены.

(ii) Определение 3.3 определение 3.2. Пусть с' произволь­
но. Тогда, согласно условию (7.5), с '=  (с) для некоторого
с ^ С. А так как наша система управляема в состояние О, при 
некотором справедливо равенство О =  фо*- {с, х̂ *). Но тогда
О =  (с, х'^) и для некоторого что гарантируется усло­
вием (7.4). Так как

о = + Ф20?(̂ ''-‘») = '̂ + Ф2„т(л:0,
то е' =  ф„у(0, -(x 'i)) .

(iii) Определения 3.2 и 3.3 определение 3.1. Пусть с и с' 
произвольны. Поскольку наша система одновременно управляема 
по состояниям и управляема в состояние'* О, О =  фое (с, х*) 
и с' =  фог (О, х̂ ') для некоторых х̂  и Однако наша система 
еще и инвариантна во времени и, следовательно, с' =  ф̂ «̂ (0,̂ F̂  (^ '̂))i 
где t" = t' +  t. Заметим теперь, что из свойств динамиче­
ских систем следует, что О =  фо̂  (с, х*) = фо̂ « (с, х* *0) и с' =

=  Ф*г (О, F* (̂  ̂ )) =  Фо«' (О» 0*^^ (̂ ^ )̂) (см. гл. IV). Поэтому 
=  Фо4« (с, X* -F* (?)).
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(iv) Определение 3.1 определение 3.2. Доказательство оче­
видно.

Теперь искомый результат получается в результате объеди­
нения утверждений (i) — (iv), ч. т. д.

Как будет показано ниже, условия (7.3), (7.4) и (7.5) вытекают 
из некоторых основных свойств линейных систем.

По-видимому, условия (7.3), (7.4) и (7.5) не являются един­
ственными условиями, обеспечивающими эквивалентность трех 
сформулированных выше определений. Однако можно доказать, 
что этим условиям удовлетворяют обычные линейные инвариант­
ные во времени системы, описываемые дифференциальными урав­
нениями, в то время как условие (7.5) может и не выполняться 
для некоторых линейных инвариантных во времени систем, 
описываемых конечно-разностными уравнениями. Это, между 
прочим, позволяет подметить существенную разницу между систе­
мами, описываемыми дифференциальными и конечно-разностными 
уравнениями.

Пространства состояний динамических систем чаще всего мно­
гомерны, а потому имеет смысл говорить об управляемости в про­
странстве состояний алгебраического типа, т. е. о взаимозависи­
мости различных компонент вектора состояния, которая устанав­
ливается системой.

Пусть М  — и X  и ф : С х Л / - ^ С  таково, что
t£T

Ф (с, ж') =  фо( (с, а:‘).

Тогда определения 3.1—3.3 можно переформулировать следую­
щим образом:

(i) абсолютная управляемость: (Vc) (Vc) (Эт) (с =ф (с, т));
(ii) управляемость из CqI (^с){3т) (с =  ф {cq, т));

(iii) управляемость в Cq: (Vc) (Зт) (cq = (р (с, т)).

Как нетрудно видеть, ф играет теперь роль характеристики ^ из § 1.
Поэтому основные условия склеенности и алгебраической 

управляемости в том виде, как они были сформулированы в теоре­
мах 2.1 и 2.2, могут быть непосредственно перенесены и на рас­
сматриваемый теперь случай. В частности, следствия 2.1 и 2.2 
принимают следующий вид:

Следствие 3.1. Пусть S — динамическая система (р, ф) с лшого- 
мерным пространством состояний X  • • • X  С'к- Тогда
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если найдутся такие положительное целое j <^к а функция 
F: С^, что для каждого t ^ Т диаграмма

коммутативна, то система S не может быть абсолютно управляемой 
в где С-'' =  Cl X • • • X С}, а {С х  М) содержит более
двух элементов.

Следствие 3.2. Пусть S — линейная инвариантная во времени 
динамическая система. Эта система не является управляемой 
в пространстве состояний С в том и только в том случае, когда 
существуют такое собственное линейное подпространство про­
странства состояний С и такая функция F: Ci С, что при любом 
t ^ Т диаграмма

коммутативна.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем прежде всего, что ф ({0} х 

X М) представляет собой линейное подпространство простран­
ства С. Пусть с =  ф (О, ж') и с =  ф (О, X*') выбраны произвольно. 
Тогда, поскольку функция фо( линейна, ас =  ф (О, оса:*). Пред­
положим, что f  ^ t ,  я пусть f  f +  т. Но так как фо̂  не только 
линейна, но и инвариантна во времени, то с =  фо{ (О, х )  = 
=  Фо1'(О, 0*f^(x')) и, следовательно,

с +  с’ = Фô . (О, 0.F" (х‘) +  Р ') =  Ф (О, О (х‘) + х^').



Но ЭТО означает, что ф ({0} х  М) является линейным подпро­
странством. Но тогда можно непосредственно использовать след­
ствие 2.4, и единстветное, что мешает нам сделать это сразу,— 
это то, что (J" — Pi) ф ({0} X М) может не содержать отличных 
от нуля элементов. Однако если в (/ — ф ({0} Х М) нет отлич­
ных от нуля элементов, то ф ({0} X М), очевидно, содержится 
в некотором собственном подпространстве и, значит, наша систе­
ма не является управляемой, ч. т. д.

Следствие 3.2 можно сформулировать и иначе, используя свой­
ства линейного пространства состояний С. Если пространство 
состояний С является линейной алгеброй над полем то линей­
ным функционалом на С мы будем называть некоторую линей­
ную функцию С А . Обозначим через класс всевозмож­
ных линейных функционалов на С. В множестве F® можно опре­
делить операции сложения и умножения на скаляр из Л  следую­
щим образом:

(/« + 7 ') {с) =  f  {с) +  f  (е) и iaf) (с) =  а-f  (с).

Если f  (с) =  О при любом с ^ С, то этот линейный функционал 
мы будем обозначать через 0. Более того, поскольку

Г  (с +  с') =  f  (с) +  f  (с') и f  (ас) =  a f  (с),

само множество можно рассматривать как линейную алгебру 
над полем а потому мы будем называть пространством, алгеб­
раически сопряженным к С.

В наших последующих рассуждениях основную роль играет 
следующая лемма (см. [9]):

Лемма 3.1. Пусть является собственным подпространством 
линейного пространства С, и пусть 6 C \C q. Тогда найдется 
такой элемент f  6 F‘=, что f  (с) =  О, если с ^ С^, ж f  (ci) =  1, где 
1 есть единичный элемент поля Ji.

Теперь мы можем привести другое необходимое и достаточное 
условие управляемости в пространстве состояний для линейных 
динамических систем.

Теорема 3.1. Пусть S  — линейная инвариантная во времени дина­
мическая система, а — пространство, алгебраически сопря­
женное к ее пространству состояний С, Эта система управляема 
в пространстве состояний тогда и только тогда, когда для любого

(VxO [ f  (ф ,„, (х‘)) =  01 [ f  =  01. (7.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно следствию 3.2,
Со =  {с: с =  ф2о̂ {х̂ ) & ^ X* & t ^ Т)

является линейным подпространством пространства состояний С. 
Из леммы 3.1 вытекает, что система не является управляемой 
тогда и только тогда, когда Cq является собственным подпро­
странством пространства С, т. е. тогда и только тогда, когда

(5 f) ( Г Ф О &  (Va;‘) ( f  (ф,о, {А )  =  0)).
Заметим теперь, что, согласно определению, f  ф О  влечет за собой
0^1 6 С) i f  (с,) ф  0), ч. т. д.

С помощью теоремы 3.1 можно сразу же получить хорошо 
известные условия управляемости для линейных систем, описы­
ваемых дифференциальными уравнениями. Действительно, пусть 
семейство функций перехода состояний задается линейным диф­
ференциальным уравнением

dzidt — Fz Gxy у =  Hzj (7.7)
где F , G n  Н  инвариантны во времени. В этом случае условие (7.6) 
из предыдущей теоремы принимает следующий вид.

Система не является управляемой тогда и только тогда, когда 
O f  0) (Vx‘) (Г (X*)) =  0).

Используя явные выражения для функций перехода состояний, 
которые можно получить из уравнения (7.7), мы преобразуем пре­
дыдущее условие в следующее: для любого t ^ Т и х,

t
(31 е С) ( f . J (а) da =  о) ,

О
или

(Vi е Т) =  0).

Наконец, последнее условие верно тогда и только тогда, когда
rank [G, FG, . . ., F^-^G] <тг,

где п — размерность матрицы F, т. е. мы получили хорошо изве­
стное условие управляемости линейных систем, описываемых диф­
ференциальными уравнениями (см. [10]).

Возвращаясь к проблеме нуль-управляемости, мы можем 
обобшдть утверждение теоремы 3.1 на случай систем, не обязатель­
но являющихся инвариантными во времени.
Теорема 3.2. Пусть i5 —линейная динамическая система. Систе­
ма S является нуль-управляемой тогда и только тогда, когда для 
любого f  ^ F^

(VdTo) [dTo e C o = ^ f  {Со) = 0 ] = ^ [ f  =  0],
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где
Со =  {с: (За:‘) (фо, (с, х‘) =  0)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что Cq является линейным 
подпространством. Для этого предположим, что фо̂  (с, х )̂ = 0. 
Но тогда фое (ас, ах*) = 0. Предположим затем, что фое (с, х*) = 
=  О и фо̂ ' (с', х^') =  0. Пусть для определенности t ' >  t. Тогда, 
так как

154 Гл. VII .  Управляемость

то
Фо<. (с, х'-О) =  ф,,. (фо{ (с, x^), 0) =  ( f t f  (0. 0) =  О, 

Фо«* (с, х‘ .0) +  фос (с, x '̂) =  фо*' {с +  с', X* -О +  х*') =  0.

Итак, Cq — линейное подпространство пространства С. Но тогда 
требуемый результат получается с помощью тех же рассуждений, 
как при доказательстве теоремы 3.1, ч. т. д.

(Ь) Управляемость выходными величинами

В этом разделе мы снова вернемся к исследованию динамиче­
ских систем, но на этот раз будем считать, что оценка системы 
производится п© выходной величине в целом, а не по значениям 
ее состояний в определенный момент времени. Иначе говоря, мы 
уточним понятие воспроизводимости, сделав следуюпще допол­
нительные предположения:

(i) S — динамическая система;
(ii) и  — объект начальных состояний, U =  Со, в то время

как V является выходным объектом, F =  У, а М =  Z;
(iii) роль g играет начальная реакция системы, ро: Cq X

X

Проиллюстрируем возможность интерпретации общих резуль­
татов, полученных в § 2, лишь на примере понятия склеенности.

Определение 3.4. Пусть S — динамическая многомерная система, 
У ^ У ^ Х . . .  х Уй  =  Система S называется системой 
€ функционально склеенным выходом тогда и только тогда, когда 
множество Ро {Cq х  X) не является декартовым.

Условия склеенности вытекают теперь непосредственно из 
общих условий, приведенных в § 2.

Следствие 3.3. Пусть S — многомерная динамическая система 
и У =  У1 X  . . . X  У^ =  У^. Тогда, если найдутся такое поло-



жительное целое / и такая функция F: 
грамма
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что диа-
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коммутативна, а (Cq X X) содержит более двух элементов,
то система S является системой с функционально склеенным 
выходом.

Следствие 3.4. Пусть S — линейная инвариантная во времени 
динамическая система. Эта система является системой с функцио­
нально склеенным выходом тогда и только тогда, когда существуют 
такое собственное линейное подпространство Y ' а  Y  и такая 
функция F: Y ' У, что диаграмма

У

коммутативна, а (/ — P i)  ро(С X X) содержит хотя бы один 
отличный от нуля элемент, где Pi — оператор проектирования 
л :  У ^ У ' .

Дальнейшая конкретизация наших обш.их результатов при­
вела бы к хорошо известным результатам теории функциональной 
воспроизводимости для линейных систем, описываемых дифферен­
циальными уравнениями (см. [И]).
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4. ОБЗОР НЕКОТОРЫХ ОСНОВНЫХ СВОЙСТВ 
ЛИНЕЙНЫХ ВРЕМЕННЫХ СИСТЕМ,
СВЯЗАННЫХ С УПРАВЛЯЕМОСТЬЮ

Существование различных вспомогательных функций и различ­
ные свойства систем целиком зависят от выполнения определенных 
условий, налагаемых на семейство реакций системы. Например, 
реализуемость системы определяется свойствами (Р1) — (Р4)  ̂
приведенными в § 1 гл. III, а управляемость линейной системы 
в пространстве состояний зависит от условий, сформулированных 
в теореме 3.1. В связи с этим небезынтересно свести воедино все 
рассмотренные до сих пор условия, касающиеся семейства реак­
ций системы; в частности, это особенно интересно сделать для 
линейных инвариантных во времени систем, для которых эти 
условия можно сформулировать отдельно в терминах реакций 
на состояние и реакций на входное воздействие. Такой перечень 
подобных условий, встречавшихся до сих пор или представляющих 
потенциальный интерес при изучении некоторых дальнейших 
свойств систем, приведен в табл. 7.1. В ней также указывается, 
какое свойство системы зависит от данного условия.

Большинство приведенных свойств тесно связано с характером 
переходов в пространстве состояний. И, в самом деле, содержа­
тельный смысл каждого из свойств, приведенных в табл. 7.1,

Таблица 7.1
Основные свойства реакций системы

Обозначе­
ние Условие Название свойства

Р1 (Vc) т  0 с ' )  (Ри(с') =  Р10(с)|Г ,) Существование фюе
Р2 (V0 (V*') ( 3 0  (р« (С') =  Р20 (*‘ -0) 1 Г() Существование Фго̂
РЗ {Мс') (3<) (Зх‘) (Pi, (с ')= Р 20 (^‘ -0) 1 Tt) Управляемость
Р4 (30 (Vc') (30 (3x0 (f <  ?&Pif (с') = Сильная управляемость

=  Р20(^:'-0)|Г*)
Р5 (Vc) (30 (3^*) (PlO (с) 1 f« =  p20 (xt.Q) 1 Тг) Нуль-управляемость
Р6 (30 (Vc) (30 (3^:0 (< <  r&Pio (c) 1 Tt = Сильная нуль-управляе­

=  P2o(*<-0)ir<) мость
Р7 (VO (V O  (3 c ) (P it ; (0 = P io (c ) |r ,) Полнота свободной реакции
Р8* (30  (Vc) (^xt)  B i*)  (Pit (c)= Конечная связность из

=  р2о(^‘ -0 ) 1Г*=ФРи (c) = нуля

=р20(^''*0)|г-г)
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Обозначе­
ние Условие Название свойства

Р8" (3<) (Vc) (Vâ O (3^0 (Ро (с, xt-0) 1 Tt = Конечная связность к

=  0=Фро(с, х*-0) |Г -^ = 0) нулю

Р9 (V O  (V 0 0 с ) ( 3 х ‘) (рк(с') = Согласованность реакций
=  Рю (с) +  Р2о(^‘ -0 ))|7 ’,) на состояние

Р10 (3 0  (Vc') Ш  (3t) (3xt) {t <  < & рц (с') = Сильная абсолютная

=  (Рю (с) +  р2о(х'-0))|Г ,) управляемость

Р11 (3 0  т  (Vc') (Рю (с) 1 Я  =  Рю (*•) 1
=фс =  с')

Наблюдаемость

Р12 (3 0  (Vc) (V« >  0  (V:*<):(Po (с, 0 .* ,) 17’? =
=  0=»J)o(c, 0 -х ,)|Г <  =  0)

Предопределенность

Р13 (Vc')(Vc) ( 3 0 (3 * ‘)(P ifK )  = Абсолютная управляе­

Р14
=  (Pio (С)+Р20(^'-0))1Г() мость

(Ус)(Рю(с) =  0=ф с =  0) Приводимость
Р15' (V c)(P io(c)i:r<=0=^Pio(c) =  0)

л
Аналитичность слева от t

Р15-̂ (V«) (P io (c )|7 '?= 0= »P io (c ) =  0) Аналитичность справа 
от t

Р16 {y • (3<̂ ) («€^ ^ y = 9 io  (c))} конечномерно Конечномерность про­

(V x)(V ^ )(V O (^ ir‘ =  ̂ ' ' |y '^
=ФР20(:Г)1?^ =  Р20(^П П

странства состояний
Р1?. Неупреждаемость

PI?-' (v * ) ( v ^ ) ( v o (^ i7 ’' = i i 7 ’<=^ Сильная неупреждае­
=^p2o(^)|F< =  p2o(i)ir«) мость

легче уяснить, если его выразить в терминах функций перехода 
состояний, а не в терминах семейства реакций. Все эти свойства 
особенно хорошо описываются в пространстве состояний, как это 
видно из табл. 7.2, если отображение pi  ̂ обладает обратным или 
если pii приведено.

Как нетрудно видеть, свойства, сведенные в табл. 7.2, не неза­
висимы; некоторые из них являются основными, а остальные 
вытекают из них.

Чтобы прояснить, как они взаимосвязаны между собой, мы 
покажем сначала, что свойства Р14 — Р16 гарантируют предо­
пределенность системы, ее конечную связность и полноту свобод­
ной реакции. Что же касается связи между предопределенностью, 
сильной неупреждаемостью и аналитичностью слева, то это уже 
было выяснено в гл. V.
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Таблици 7.2
Основные свойства семейства перехода состояний

Обозначение Условие

Р1
Р2
РЗ

Р4
Р5
Р6
Р7
Р8'

Р8"
Р9
Р10
Р11
Р12
Р13
Р14
Р15'
Р15"
Р16
Р17'
ViT

(Vc) (VO (Зс') (с'=  «Plot (с)) 
т  {ŷ xt) (зс')(с'=Ф2о< (^0) 
(Vc')(3<) (За̂ О (с' = ф2о« (^0)
(30 (Vc') (30 (3^0 (г <  3 & с' = Ф20г (xt))
(Vc) (30 (3 '̂) (Фю* (с) = Ф20« (^0)
(30 (Vc) (30 (3^0 (< <  < & Фю< (с) = Ф204 {х*))
(VO(Vc') (Зс) (с'=Фш (с))
(30 (Vc) (V^‘) (3‘i') (с = q>20t (®0 с =  Ф20?) Й )
(30 (Vc) (V̂ O (3^0 (0 =  Фо4 (с, xt) 0=Фо  ̂ (с, У)) 
(Vc') (VO (3c)(3a:') (с' =  Фш (С) +  Ф20« (^0) 

(30 (Vc') (Vc) (30 (За̂ О (<< <& (с' = Фш (с)+Ф20« (х*)))
Соответствующее условие неизвестно
Соответствующее условие неизвестно
(V c ')  (У/с) ( 3 t )  (3^0  ( c ' = ^ O t  (c)- { -^20t  (X*))

Соответствующее условие неизвестно
Соответствующее условие неизвестно
Соответствующее условие неизвестно
Конечномерность
Неупреждаемость
Сильная неупреждаемость

Предложение 4.1. Предположим, что инвариантная во времени 
линейная динамическая система (р, ф) приведена. Тогда если 
пространство состояний С этой системы конечномерно (Р16), то 
оно удовлетворяет и условию конечной связности из нуля (Р8').

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

Со =  {с: Pit {с) =  р,о (х'.О) 1 Г* & с е С & х‘ е X' & i 6 Т},
где Cq — множество состояний, достижимых из начала координат. 
Покажем теперь, что Cq является линейным подпространством 
пространства С. Пусть с ^ Cq ж а ^ Л  произвольны, где (с) == 
=  р2о *0) 1 T f  Поскольку р линейно, pi* (ас) = р̂ о (а (х̂ ) -0) 1 Tf 
и, значит, условие с ^ Cq влечет за собой ас 6 Cq. Возьмем



теперь произвольное с ^ Cq, и  пусть рк (с) =  рго (л:**0) | Т'1 . Обо­
значим < +  t через t '. Но тогда

Pii' {с) =  I Г,) =  i^4p,o (х'-О)) I Тг  =

=  P2'i{F4x^)-0) I Т*’ =  Рго (O-F'V)-O) I Ttr 
(согласованность реакций на входное воздействие). Аналогично, 

мы имеем
Pi г (с) =  р20 Ф'Р* (xt)-O) I Tf.

Но тогда
Pit' (с +  с) =  Р20 ((0 - / ‘ (^‘) +  0 .^ ‘ Й ) . 0 ) I Tt>,

т. е. с +  с б Со- Поскольку С конечномерно, Со ci С также конеч­
номерно. Обозначим через {с̂ , . . некоторый базис в Со»
который мы будем считать п-мерным, причем р^. (сг) =
=  р20 (4**0) I для каждого i. Пусть t =  max {fj, . . ., i„}.

' i
Тогда для каждого i

Pu{Ci)=P,o{0 ‘F^-*i{xU).0 ) \T ^ .
П

Зафиксируем произвольное c^Cq. Тогда с =  2  некоторых
K i^ j i  (j =  l ,  . . . ,  п). Поэтому

Рп (с)=Р 2о (S  ?^i(0.i'’'- '4 4 0 - 0 ) ) i r y ,
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i- 1

т. е.

с =  Фо?(0 , |]Я (( 0 . ^ '  ‘г(ж‘0 -0)), ч. т. д.
i=l

Предложение 4.2. Предположим, что инвариантная во времени 
линейная динамическая система (р, ф) приведена. Тогда если про­
странство состояний С этой системы конечномерно (Р16), то оно 
обладает свойством конечной связности к нулю (Р8").

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть
Со =  {с: Ро {с, X* .0) \ Tt = О & с е С & е X* & t е т}.

Покажем, что Со является линейным подпространством простран­
ства С. Для этого выберем произвольные а 6 * ^ и с 6 СоИ предпо­
ложим, что ро (с, ж* -0) I Tj =  0. Тогда ро (ас, а (х*)*0) | =  О,
т. е. из с 6 Со следует, что ас 6 Со. Зафиксируем теперь еще один



произвольный элемент с ^ Со, и пусть ро (с, •О) | Т-  = 0 .  Обо­
значим t -\-t через t \  Но поскольку

1ро (с, д:‘ .0) I Tt\ I Tt> = Ро (с, .0) | Г,. =  О
и Ро (с, X* 0) I T f =  О, мы имеем

Р о (с+ 'с , л:'.0 +  х‘ .0) I Г .  = 0 ,

т. е. с +  с ^ Сд. Обозначим, как и раньше, базис пространства Сд 
через {ci, . . с„}, причем будем считать, что р„ (с;, ж'г-О) | =
=  0 (i =  1, . . п). Пусть i  =  max {fj, . . Тогда

Ро *0) I T’l  = 0  и, следовательно, для произвольного с =
П

= 2  Kci е Со
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i=l

Ро {с, 2  к  (̂ '*-0)) I =  о,
г=1

вли

Ф о? (с .  3 я , ( х ‘« . 0 ) ) = 0 ,  

что и требовалось доказать.
Конечная связность (Р8) не является прерогативой одних 

лишь линейных систем. Типичным примером нелинейной системы, 
обладающей этим свойством, может служить конечный автомат. 
Однако имеются примеры, свидетельствующие о том, что в общем 
случае даже линейные системы с бесконечномерным пространством 
состояний могут не обладать этим свойством. В этом смысле свой­
ство конечной связности можно считать основным свойством 
систем с «конечными» состояниями.
Предложение 4.3. Предположим, что инвариантная во времени 
линейная динамическая система (р, ф) приведена. Если ее про­
странство состояний конечномерно и система аналитична справа, 
то она удовлетворяет условию полноты свободной реакции.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {с) =  0. Тогда 
4>ioifi(c) =  О Pit (фю« (с)) =  О =4- рю (с) I =  О =?►

Р ю  (с )  =  О =4- с  =  О

и, значит, отображение фю(: С С взаимно однозначно. Более 
того, поскольку С конечномерно, фю4 должно быть взаимно одно- 
значным соответствием, т. е. существует ч. т. д.



Последний результат хорошо известен в теории линейных 
систем, описываемых обыкновенными дифференциальными урав­
нениями с постоянными коэффициентами. Однако традиционный 
способ доказательства опирается не на теоретико-системные, 
а лишь на математические соображения, в данном случае на схо­
димость последовательности операторов.

Предложение 3.1 позволяет получить из предложений 4 .1  4 .3
новые следствия.

Следствие 4.1. Предположим, что инвариантная во времени конеч­
номерная линейная динамическая система (р, ф) приведена и удо­
влетворяет условию аналитичности справа. Тогда все три опреде­
ления управляемости в пространстве состояний, введенные в § 3 , 
эквивалентны.

Следствие 4.2. Все три определения управляемости в пространстве 
состояний эквивалентны для системы, описываемой обыкновен­
ными линейными дифференциальными уравнениями с постоянными 
коэффициентами

dc/dt = Fc +  Gx, 
где F и G — матрицы, а х и с — векторы.

Взаимосвязи между различными свойствами, упоминавшимися 
в табл. 7.1 и 7.2, сведены в схему, изображенную па рис. 4.1. 
Интерпретация графических обозначений, принятых на этой схеме, 
очевидна: стрелки указывают на то, какие условия можно вывести 
из данных предположений. Например, схема указывает, что если 
семейство линейных реакций {р,} удовлетворяет условиям РЗ 
и Р8 , то оно удовлетворяет и условию Р4, или если оно удовлетво­
ряет условиям Р9, Р4 и Р1, то из них следует и Р10 и т. д.

Основные независимые предположения, на которых построена 
вся эта схема, таковы: (1) реализуемость, (2) аналитичность, 
(3) конечномерность пространства состояний и (4) предопределен­
ность. Поэтому^ их можно рассматривать как наиболее фунда­
ментальные свойства линейных динамических систем. Любые дру­
гие свойства, перечисленные в таблицах, могут быть получены 
из этих основных предположений.

Сейчас же мы докажем некоторые из приведенных на схеме 
отношений.

РЗ 4 - Р8 Р4. Пусть с' произвольно, а i  удовлетворяет усло­
вию Р8 . Тогда

РЗ (St) (Вх*) (pi, (с') =  рго (ж'-О) I Tt)
И

Р 8 = ^  Цх'Ь (с') =  р , „  ( х '^ . 0 )  I
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Поэтому
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{It) (W )  (Бх'О (Pjj. (с') = р,о (а^"-0) 1 т^), 
а это есть не что иное, как Р4.

Р4 +  Р1 Р6 . Пусть с произвольно, а t удовлетворяет усло­
вию Р4. Но тогда

Р1 =5̂  (Ес') (p,t (с') =  рю (с) 1 Т^).

Знз.чит
Р4 =► (Эх‘) ( f  <  t  & P i ,  (с') =  Рго (^ ‘ -0) I ^t)-



Но, с другой стороны, поскольку семейство р инвариантно во вре­
мени, для X = i — t

Р ' (Pit (с')) =  Pi^(c') =  (р,„ {х*.0) I Tt) =  (F* (р,„ (х‘ .0))) I =
=  (Р.т {F^ (х‘)-0)) I =  pso (O.F^ (х*).0) I Г ..

Следовательно,

(Si) (Vc) (30 (Зх*) ( t ^ t &  pio (с) I Tt =  p,o (^'-0) I Tt), 
a это как раз и есть условие Р6 .

Р7 +  Р6 Р4. Пусть с' произвольно, а t определяется либо 
условием Р6 , либо условием Р7 . Но тогда

Р7 (Зс) (р,^ (с') =  р,„ (с) 1 Т^),

а так как семейство р инвариантно во времени, то

Р6 => (Зх‘) (р,„ (с) I =  р,„ (х?.0) I Г^).
Это значит, что

(3 0  (Vc') (3 0  (Зх‘) ( t ^ t &  Ри (с') =  р,„ (а:‘ .0) | Т^), 
а это есть не что иное, как условие Р4.

Р6 +  Р4 =4- Р10. Пусть t удовлетворяет либо условию Р4, 
либо условию Рб, а с и с' произвольны. Обозначим через t' какое- 
нибудь t, удовлетворяющее условию Р6 . Тогда

Р6 (Зх*') (О =  р,о (с) I Tt> +  р,„ (X*'. 0) I Тг).

Пусть теперь удовлетворяет условию Р4. Поскольку семейство р 
инвариантно во времени,

Р4 (ЭхП (р^,.(с') =  р,, (^г.О) I Тг).

Пусть д:*' =  X*' Но тогда

(Рю (с) 4- Рае (а;‘ -0)) I Tj =  ((Рю (с) +  р,о (х''-0)) 1Тг)  1Т^ +  

4-Рао =
=  (хП-0) I =  р,„ (X*' .0) I Tf. =  pi, (с')

и, следовательно,
(3 i) (Vc') (V с) (3 t) (3 X*) ( t ^ t &  ри (с') =

=  (Рю (с) +  Р20 I г,),
а это есть не что иное, как условие РЮ.
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Р9 +  Р1 +  Р4 Р10. Пусть % удовлетаоряет условию Р4, 
а с' и с произвольны. Но тогда, поскольку р инвариантно во вре- 
иени,

Р9 =5̂  (Зс) (3 i^) (Pi? (с') =  (рю(с) +  Р20 ^ • 0)) 1 Г?),

Р1 (37) (р,̂ - (7) =рю {с-с)  IТ^),

P4=i>(3??)(Ptf (c)=P2o F * 0) i r j ) ,
откуда

Pu (0=-(р1о(с) +  РгоГ^'^-0))1Гу =

— (Рю W + P io  (с — с) +  Р г о ^ • 0)) I =

=  Рю (с) I ^ t +  Pif W +  Pao ‘ • 0) I ^ j =

= Pio {c) I Tj + P20 0) I Гу + P20 (i * -0) I =
=  pao(c)|2’j+ p * „ ( ( ? ? + i ‘ ) . 0) | r ^

И , с л е д о в а т е л ь н о ,

(30 (Vc') (Vc) (30 (3x*) { t ^ t & p u  (C) =(Pio (c) +  P20 (â ‘ -0))II]r,), 
T. e. мы получаем условие РЮ.

Р5 +  Р8 =Ф» Р6 . Пусть f удовлетворяет условию Р8 , а с произ­
вольно. Тогда

Р5 (30 (Зх‘) (рю (с) 1 Т, =  р,„ (х‘ -0) 1 Tt)
и, значит, Pit (0) =  ро (с, —(ж'»0)) | T f  Поэтому

Р8 {ЗхЬ {ргг’ (0) =  Ро (с, х '-0) 1 Т^),
Т. е.

Рю W 1 =  р*о (-(^^'^•0)) I
Но отсюда

(30 (Vc) (30 (За:*) { t ^ i &  Рю (с) I Tt =  Р20 (^‘ -0) | Г,), 
а это есть не что иное, как условие Р6 .

164 Г л, V II. Управляемость



Глава V I I I

МИНИМАЛЬНЫЕ РЕАЛИЗАЦИИ

Отталкиваясь от первичного понятия системы, определенной 
на ее входном и выходном объектах, мы можем прийти к различ­
ным ее динамическим реализациям и различным пространствам 
состояний. Поэтому большой практический интерес представляют 
задача отыскания «наименьшего» (в определенном смысле) про­
странства состояний и построение процедуры, позволяюш,ей кон­
струировать такое пространство на основе первоначальной инфор­
мации о системе. Именно этими задачами мы и будем заниматься 
в этой главе.

В специализированных теориях систем используется несколько 
разных определений минимальной реализации системы, и мы 
начнем с того, что введем ряд родственных понятий, отвечающих 
выбранному нами уровню общности. Затем исследуем, как свя­
заны друг с другом эти понятия, и отыщем условия, гарантирую­
щие существование соответствующих минимальных реализаций. 
Попутно будет установлена единственность некоторых из этих 
реализаций. Мы покажем также, как минимальные реализации 
можно охарактеризовать с помощью некоторых свойств системы 
(в частности, в терминах управляемости и приводимости).

1. ПОНЯТИЯ МИНИМАЛЬНОЙ РЕАЛИЗАЦИИ

Любая заданная временная система S может иметь много раз­
личных динамических реализаций, а две различные пары семейств,
(р, ф) и (р, ф), могут быть динамическими реализациями одной 
и той же системы. Среди всех динамических реализаций каждой 
системы хотелось бы выделить те, которые в каком-то смысле экви­
валентны друг другу, те, которые обладают некоторыми особыми 
свойствами, и особенно те, которые в определенном смысле являют­
ся «простейшими» или «наименьшими». Именно это и предопреде­
ляет наш интерес к минимальным реализациям.

Поскольку динамика поведения системы описывается в терми­
нах изменения ее состояний, минимальность реализации системы 
должна подразумевать минимальность самого пространства состоя­
ний. И на самом деле в различных ответвлениях теории систем 
используются два различных понятия минимальности пространства 
состояний:



(i) в теории автоматов реализация автомата считается мини­
мальной, если минимальна мощность его пространства состояний 
(см. [1 2]);

(ii) в теории динамических систем и теории управления мини­
мальной реализации должно отвечать пространство состояний 
системы наименьшей размерности (см. [5]).

Оба эти понятия определяют минимальность реализации в тер­
минах соответствующего пространства состояний и используют 
похожую терминологию, хотя и очевидно, что они совершенно 
различны. Поэтому для того, чтобы развить общую теорию мини­
мальных реализаций (включающую в себя и оба упомянутых выше 
частных случая), мы должны прежде всего весьма тщательно про­
анализировать само понятие минимальности.

Строгая формальная процедура введения понятия минималь­
ной реализации распадается на три этапа. Прежде всего нам нужно 
выделить класс интересующих нас систем например стацио­
нарных систем, линейных систем, конечных в некотором смысле 
систем и т. д. Поскольку, как правило, каждая система описы­
вается некоторой вспомогательной функцией, мы должны будем 
охарактеризовать каждую группу интересующих нас систем 
в терминах вспомогательных функций, принадлежащих некото­
рому классу. Затем в выделенном классе систем мы должны будем 
определить некоторое отношение эквивалентности. И, наконец, 
нам нужно будет ввести в каждом таком классе эквивалентности 
некоторое отношение порядка, с помощью которого мы и опре­
делим минимальность реализации.

Мы будем рассматривать отношения эквивалентности трех 
типов.
Определение 1.1. Пусть — некоторый класс динамических
реализаций. Реализации (р, ф) и (р, ф) 6 называются экви-
валентными относительно своих пар «вход — выход» тогда и толь­
ко тогда, когда

5g =  S l
т. е.
(Vc) {Зс) [ро {с, X) =  р„ (с, X)] &  ̂ ^

(Vc) {Щ  (Зс) 1ро (с, х) =  Ро (с, ж)]. 
Определение 1.2. Пусть — некоторый класс динамических
реализаций. Реализации (р, ф) и (р, ф) 6 называются эквива­
лентными относительно своих реакций тогда и только тогда, когда

(Vc) (Зс) (Vx) [ро (с, х) =  Ро (i, X)]
и

(Vc) (Зс) (Va:) [ро (с, х) =  ро (с, х)].
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Эквивалентность третьего типа затрагивает лишь ту составляю­
щую реакции, которая описывает влияние входного воздействия. 
Мы уже знаем, что реакцию линейной системы можно разложить 
на реакцию на состояние (при нулевом входном воздействии) 
и реакцию на входное воздействие (при нулевом начальном состоя­
нии). Обобщая эту идею на случай произвольного Cq, мы будем 
называть функцию ро (̂ о, —): X  Сд-реакцией на входное
воздействие. А поскольку во всех встречаюпщхся содержатель­
ных интерпретациях будет играть, как правило, особую роль, 
мы, желая уточнить значение этого параметра, будем говорить 
о нем как об эталонном состоянии системы. Теперь мы готовы 
ввести следующее

Определение 1.3, Пусть — некоторый класс динамических
реализаций, (р, ф), (р, ф) 6 и Со, Cq — эталонные состояния
«истем (р, ф), (р, ф) соответственно. Реализации (р, ф)̂  и (р, ф) 
называются эквивалентными относительно своих реакций на вход­
ные воздействия тогда и только тогда, когда

Ро (^0 » — ) ~  Ро (^0 » — )»
т. 8.

{ М х )  [ро (Со, =  Ро (^0,

Эквивалентность первого типа, очевидно, является наиболее 
общей. Однако два других типа эквивалентности представляют 
большой интерес для практики. Например, если речь идет о классе 
линейных систем и нас интересуют главным образом их установив­
шиеся режимы (т. е. переходными процессами, вызванными началь­
ными состояниями, можно практически пренебречь), система 
допускает описание в терминах одной ее реакции на входное воз­
действие. А ведь все методы анализа, основанные на использова­
нии преобразований Лапласа и других интегральных преобразо­
ваний, опираются именно на такие предпосылки.

Мы будем рассматривать здесь также два типа отношений 
порядка.

Определение 1,4. Пусть — некоторый класс эквивалентности 

динамических систем, (р, ф), (р, ф) ^ cfg и С, С — соответ-

<5твующие пространства состояний мошдости К (С) и К {С). Тогда 
отношение порядка ^  на определяется следующим образом;

(р . Ф) <  (р . ^ ) < ^ К { С ) ^ К  {С ).
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Определение 1,5. Пусть — некоторый класс эквивалентности

динамических систем, (р, ф), (р, ф) ^ cfg и С, С — соответствую­
щие пространства состояний. Тогда отношение порядка на <5 ®̂ 
определяется следующим образом:

(Р» ф) <  (р, ф) {существует эпиморфизм К: С С).
Не составляет труда показать, что отношение есть отно­

шение частичного порядка, причем

(Р, Ф) =  (Р, j )  <=> (^  ф) ^  (р, ф) & (р, у)  ^  (р, ф),
(Р» ф) ■< (Р» ф) <=> (р, ф) (р, ф) &П [(р, ф) ^  (р, ф)].

Если пространство состояний не имеет никакой алгебраиче- 
ской структуры, то отношение порядка ^  можно рассматривать 
как частный случай отношения ■<:, поскольку в этом случае каж­
дое сюръективное отображение можно считать эпиморфизмом. 
Отношение порядка ^  — это как раз отношение такого типа^ 
которое используется в теории автоматов, в то время как отно­
шение ^  используется в теории управления, где проблема мини­
мальной реализации решается для пространства состояний, наде­
ленного структурой евклидова пространства Е^. В последнем 
случае отношение порядка определяется размерностью соответ­
ствующих пространств, и так как для любых двух положительных 
целых т и п ,  таких, что т а п ,  всегда найдется линейное сюръек­
тивное отображение из в но не обратно, то это есть отно­
шение порядка как раз такого типа, который описан в опреде­
лении 1.5.

Сочетая различные типы отношений эквивалентности с различ­
ными типами отношений порядка, мы придем к следующим шести 
понятиям минимальности:
Определение 1 .6 . Реализация (р, ф) называется реализацией 
с минимальным пространством состояний тогда и только тогда,
когда для любой динамической системы (р, ф) из того же клас­
са <5̂d

К {С) <  К  {С).

Определение 1.7. Реализация (р, ф) называется реализацией мини­
мальной размерности тогда и только тогда, когда для любой дина­
мической системы (р, ф) из того же класса

*5̂0 =  [(р, ф) ^  (р, ф) (р, ф) <  (р, ф)1.
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Определение 1.8. Реализация (р, ф) называется реализацией реак­
ции с минимальным пространством состояний тогда и только
тогда, когда для любой динамической системы (р, ф) из того же 
класса сУ'в

(Vc) (Зс) (Vx) (ро (с, X ) =  ро (с, X ) )  & (Vc) (Зс) (Va:) (р„ (с, х) =

=  Ро (с, X ) )  ^  К (С) ^  К (С).

Определение 1.9. Реализация (р, ф) называется реализацией 
реакции наименьшей размерност1̂ т(^р,а и только тогда, когда для
любой динамической системы (р, ф), принадлежащей тому же
классу из существования такого эпиморфизма h: С С, что 
диаграмма

C x X t — U V t

р<C x X t — ^ Y t
коммутативна, вытекает существование такого эпиморфизма 
h: С С, что коммутативна диаграмма

C x X f Pt

С x X f
f>i

Yt

I

Yt
Определение 1 .1 0 . Реализация (p, ф) называется реализацией 
реакции на входное воздействие с минимальным пространством 
состоянийjioTna и только тогда, когда для любой динамической
системы (р, ф), принадлежащей классу

(Vx) (ро (Со, х) =  Ро (Со, х)) К (С) ^  К (С),
/S. ^

где Со и Со — эталонные состояния из С и С соответственно.

Определение 1 .1 1 . Реализация (р, ф) называется реализацией 
реакции на входное воздейстте минимальной размерности тогда
и только тогда, когда для любой динамической системы (р, ф), 
принадлежащей тому же классу ĉ d,

(Va:) (ро (со, х) =  ро (со, х)) ((р, ^  >  (р, ф).



Определение 1.8 используется в теории автоматов, а определе­
ния 1.7 и 1.11 — в теории линейных систем управления. Взаимо­
связь между различными понятиями минимальности станет яснее 
в следующем параграфе.

2. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ МИНИМАЛЬНЫХ РЕАЛИЗАЦИЙ 
СТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ

В этом параграфе мы собираемся рассмотреть проблему харак­
теризации различных минимальных реализаций с помощью поня­
тий управляемости и приводимости.

Напомним, что понятия управляемости и приводимости вво­
дились в определении 3.1 гл. VII и определении 2.8 гл. II соот­
ветственно.

Определение 2.1. Пусть (р , ф) — некоторая инвариантная во вре­
мени динамическая система с эталонным состоянием ^ С. Систе­
ма (р, ф) называется управляемой в том и только в том случае, 
когда

(Vc) (З х ‘) (с е  С с =  Ф04 (Со, х^)).

в предыдущем параграфе мы уже говорили о том, что если 
пространство состояний С системы линейно, то обычно в качестве 
эталонного состояния выбирается его начало координат.

Определение 2.2. Пусть (р , ф) — некоторая инвариантная во вре­
мени динамическая система. Система (р , ф) называется приведенной 
тогда и только тогда, когда для любых с и с'

(V x) (Ро (е, х) =  Ро (с ',  ж)) с =  с '.

В теории минимальных реализаций важную роль играют раз­
личные формы «конечности» пространства состояний. Поэтому 
мы определим два типа конечных систем.

Определение 2.3. Пусть (р , ф) — некоторая динамическая систе­
ма. Мы будем называть ее конечной динамической системой тогда 
и только тогда, когда пространство состояний системы (р , ф) 
является конечным множеством.
Определение 2 .4 .  Пусть (р , ф) — динамическая система с линей­
ным пространством состояний С над полем Л. Мы будем называть 
ее конечномерной тогда и только тогда, когда базис пространства С 
конечен, т. е. когда найдется такое множество из к элементов 
{̂ 1, . . ., Cft} пространства С, что любому с можно будет
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поставить в соответствие единственный набор из к элементов
поля «1, . . ttft 6 такой, что

с =  aiCj +  . . . +
Опираясь на все введенные выше определения, мы можем теперь 

охарактеризовать минимальную реализацию системы.

Предложение 2.1. Пусть (р, ф) — некоторая инвариантная вс^вр^- 
мени конечная линейная динамическая система. Система (р, ф) 
является минимальной реализацией в смысле определения 1.6 
тогда и только тогда, когда система (р, ф) приведена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства необходи­
мости. Предположим, что (р, ф) не приведена. Тогда отношение 
эквивалентности (конгруэнтности) Е cz С х С, для которого

(с, с ')  б £  <=> (V x) (Ро (с, х) =  Ро (с', х)),

нетривиально. Построим новую функцию р̂ : {CIE) X 
такую, что

р , ( Ы , X t )  =  p t (с, X t ) .

Но семейство р {р*: t ^ Т )  представляет собой инвариантное 
во времени линейное реализуемое семейство реакций. (Поскольку 
С есть линейная алгебра, С!Е тоже является линейной алгеброй 
в обычном смысле.) Поэтому мы располагаем теперь такой инва­
риантной во времени конечной линейной динамической системой
(р, ф), что =  i5g. Но так как отношение Е не тривиально, 
К {CIE) <  К (С). (Напомним, что С конечно.) А это значит, что 
(р, ф) не является минимальной реализацией в смысле определе­
ния 1 .6 .

Перейдем теперь к_доказательству достаточности. Предполо­
жим, что реализация (р, ф) такого же типа, как и (р, ф), и пусть 
(р, ф) приведено. Из равенства следует, что

(Vc) (Эс) (рю  (с) =  рю  (с)) и  (Vc) (Зс) (рю  (с) =  рю  (с)),

поскольку ро и ро линейны. Определим отношение ф с: С X С 
так, что

(с, с) е ф Рю (с) =  Рю (с).
Но тогда если (с, с) € ф и (с, с') 6 ф, то pj^(c^=  р^ (е) =  рю (с')- 
Следовательно, с = с \  так как система (р, ф) приведена. Более 
того, поскольку

(V0 (Зс) (рю {с) = pio (?)),
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МЫ имеем заведомо 3D{(p) = С, Поэтому ф на самом деле является 
отображением из С в С. А так как (Vc) (1с) (р^ (с) =  РюМ)» 
то ф к тому же и сюръективно. Следовательно, К (С) ^  К {С), 
ч. т. д.

В общем случае, если пространство состояний конечно, система 
является минимальной реализацией в смысле определения 1.6  
только тогда, когда она приведена. Этот факт можно доказать 
точно так же, как и предложение 2.1. Однако если система нели­
нейна, обратное утверждение перестает быть верным, как об этом 
свидетельствует следующий пример:
П р и м е р  2.1. Рассмотрим два конечных автомата Si и iSg. 
Автомат Si задается множеством моментов времени Т =  {О, 1, 
2, . . входным алфавитом А = {а ,̂ ag}, пространством состоя­
ний Cl =  {1, 2, 3} и выходным алфавитом В =  {О, 1}. Функция 
перехода состояний ф̂ : Ci х ^  ^ и выходная функция 
Xii Cl X  А В задаются следующей таблицей:

А
Cl

Ф1 и

a i а2 a t «2

1 2 1 1 0
2 1 2 0 1
3 2 2 1 1

В свою очередь автомат S 2 задается множеством моментов вре­
мени Т =  {О, 1, 2, . . входным алфавитом А =  {%, ag}, про­
странством состояний Cg =  {1, 2}, выходным алфавитом В =  
=  1 }.

Функция перехода состояний фд: Cg X Л С2 и выходная 
функция Х2 : С2 X А В определяются условиями

Фг — X а .
Обозначим теперь реакции автоматов Si и S 2 соответственно 

через pj: Ci X X t - ^  и p̂ : C  ̂ X Xt->- Yf, где через Xt и Yt
обозначены А^^ и B^t соответственно.

Непосредственно из определений Si и ^2 ясно, что
=  5^ и {{X. р1 (3, х)): X е X},

где X = X q.
Заметим теперь, что х может быть лишь двух следующих 

видов )̂:
X =  ai^Xi или X =  a^^Xi, где Xi ^ А'^ ,̂

1) Для упрощения обозначений мы будем писать ai»xi вместо (О, ai)-Xi.



Если X =  то
pj (3, х) =  pj (3, a^-Xi) =  (3, ai)-p‘ (ф̂  (3, a^), Xj) =

=  К  (1 . ai)-pj (Фх (1 , «i). Xj) =  pJ (1 , a i - X i ) .

Если же X = a^'Xi, то
p i  ( 3 ,  x )  =  p J  ( 3 ,  a ^ 'X i )  =  Я,1 ( 3 ,  а г ) - р 1  ( ф ,  ( 3 ,  а ^ ) ,  arj) =

=  К  (2 , о,г)'9\ (Ф1 (2 , «г), =  pJ (2 , а^-х^.

Поэтому мы имеем =  5^*. Но, как нетрудно показать, 
семейство приведено. Следовательно, рассмотренный пример
показывает, что приведенность не влечет за собой минимальность 
реализации в смысле определения 1 .6 , даже если система инва­
риантна во времени и конечна.

Характеризация минимальности реализации в смысле опреде­
ления 1.7 устанавливается следующим предложением:
Предложение 2.2. Пусть (р, ф) — некоторая инвариантная во вре­
мени конечномерная линейная динамическая система. Эта система 
является минимальной реализацией в смысле определения 1 .7  
тогда и только тогда, когда она приведена.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  ^ы^начнем с доказательства необхо­
димости. Предположим, что (р, ф) не приведена. Тогда отношение 
конгруэнтности Е CZ С X С, которое определяется условием

(с, с ) ^ Е <=> piQ (с) =  рю {с ), 
нетривиально. Пусть р̂ :̂ C lE - ^ Y t  таково, что

Рк ([с]) =  Pit (с).
Такое определение функции ри(с) корректно, поскольку pxt(c) =  
=  ^'(Рю (с)). Но

Р =  {(Pit. Р2<): t 6 Т} 
определяет некоторое реализуемое семейство реакций того же 
типа, что и р. Более того, =  5^. Но каноническое отображение 
h: С ->■ CIE, где h (с) =  [с], является эпиморфизмом, но не изо- 
морфизмом, поскольку отношение Е нетривиально. Если (^, ф) — 
минимальная реализация, то существует эпиморфизм h: CIE С 
и мы получаем следующее противоречие:

dim (С) =  dim (5? (h)) <  dim {CIE) < d im  (С),
гда ^рез dim {С) обозначена размерность пространства С. Поэтому 
(р, ф) не может быть минимальной реализацией в смысле опре­
деления 1.7.
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Перейдем теперь к доказательсру_достаточности. Предполо­
жим, что (р, ф) приведена, и пусть (р, ф) — динамическая система 
того же типа, что и ( р ,  ф), причем 8 % =  Предположим также, 
что h: С С — некоторый эпиморфизм, а Е cz С X С — отно­
шение конгруэнтности, для которого

(с, с') 6 Е h (с) =  h (с').
Определим для каждого t ^ Т линейную функцию р«: С/Е У j,
потребовав, чтобы

=  Pit (* W)*
Но так как h — эпиморфизм, то семейство р' =  {(рЬ» ргО*  ̂
является реализуемым семейством линейных реакций и iSg =  i5g'.

Но поскольку iSg =  =  Sg\  мы имеем следуюпще соотно­
шения:

(V )̂ (Э[с']) (р,о (с) =  piodc'D) (8.1)

(V[^) (Эс) (р,о (с) =  р;.([с'])). (8.2)
А так как семейство р приведено и из отношения (8.2) следует, 
что рю (С) ID р\^{С!Е), то мы можем построить линейную функцию 
р’1 -р;о: С/Е ^  С, где рГ̂ : рю (С) С и р7̂  (рю (с)) =  с при
любом с ^ с. Более того, из соотношения (8.1) следует, что р7о *pJo —
эпиморфизм, а так как С/Е изоморфно С, то это значит, что суще­
ствует эпиморфизм h: С С̂  ч. т. д.

Предложение 2.2 справедливо, когда рассматриваемая динами­
ческая система является конечномерной, а это требование кажется 
слишком ограничительным. Однако, как показывает следующий 
пример, в общем случае предложение 2.2  неверно для бесконеч­
номерных систем, даже если они линейны и инвариантны во вре­
мени.
П р и м е р  2.2, Пусть С == Е^, а его типичным элементом 
является последовательность с =  (с̂ , ^2, . . .)• Пусть, кроме того,

Cl =  {(О, 3̂» • * •)• (®» 2̂» 3̂» • • •) 6 С}.
Обозначим через Р: С Сi такой оператор проектирования, что 
Р {{Ci, с ,̂ . . .)) =  (О, «2. Сз, . . .), И пусть 0: С опреде­
ляется условием 0 ((О, Cj, С3, . . . ) )  =  (^2. • • •)• Заметим, что
Р И 0 линейны, а 0 является изоморфизмом. Определим теперь 
инвариантную во времени линейную динамическую систему (р, ф) 
следуюпщм образом:
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множество моментов времени: Т =  {О, 1, 2, . .
пространство состояний: С =  =  {(с^ Cg, •••)}»
входной алфавит: А =  {произвольная линей­

ная алгебра}, 
выходной алфавит: В = Е^.
Функцию перехода состояний С х  А С этой системы

и ее выходную функцию К: С х  А В зададим так, чтобы
Ф {с, а) = Р (с), X (с, а) = Р {с).

Но тогда начальная реакция системы ро: С X X У определяет­
ся следующим условием: для каждого t ^ Т

Ро (с. Р (с).
Легко видеть, что система (р, jp) не приведена. Пусть (р', ф') — 

результат приведения системы (р, ф), причем С' = С IE, где

(ег, с') е Е <=> рю W =  Рю

а pj: С' X Yi  определяется условием pj ([d, Xt) =  р̂  (с,
Предположим теперь, что (р, ф) — произвольная инвариантная 
во времени линейная динамическая система, удовлетворяющая 
отношению Тогда, поскольку =  5g, мы можем
построить эпиморфизм h': С С'. (См. последнюю часть доказа­
тельства предложения 2.2.) Более того, поскольку А": С' Ci 
изоморфно отображает С' в Ci, существует эпиморфизм 0 •h':

С. Следовательно, хотя система (р, ф) и не приведена, она мини­
мальна в смысле определения 1.7.

Перейдем теперь к определению 1.8. При этом, так как исполь­
зуемое в нем отношение порядка основано на сравнении мощно­
стей, нас снова будут главным образом интересовать системы 
с конечным пространством состояний.
Предложение 2.3. Пусть (р, ф) — инвариантная во времени конеч­
ная динамическая система. Она является минимальной реализа­
цией в смысле определения 1 .8  тогда и только тогда, когда семей­
ство р приведено.

Д о к а з а т е л ь с т в о  необходимости не вызывает затруд*
нений. Поэтому мы докажем лишь достаточность. Пусть (р, ф) — 
некоторая конечная инвариантная во времени динамическая 
система, и пусть
(Vc)(3 c)(Vx) (р„(с, x) =  p„(S, u.-))&

(Vc)(3c) (Var) (po (с, x) =  po (c, a;)).
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Определим отношение ф сг С х  С, потребовав, чтобы 
(с, с) еч><=> (Vx) (ро {с, х) =  ро (с, х)).

Но тогда если (с, с) 6 ф и (с, с') ^ ф, то
(Vx) (ро (с, х) =  Ро (с, х) = Ро (с\ х)).

Поскольку семейство р приведено, справедливо равенство с = с \  
т. е. ф — функция. Более того, если (р, ф) и (р, ф) эквивалентны 
в смысле определения 1 .2 , то ф: С С является отображением 
на (т. е. сюръекцией) и, следовательно, К (С) ^  К  (С), ч. т. д.

Как показывает пример 2.1, инвариантная во времени конеч­
ная динамическая система не обязательно должна быть мини­
мальной реализацией в смысле определения 1 .6 , даже если она 
приведена. Но эта система оказывается минимальной в смысле 
определения 1.8. В определении 1.6 к системе предъявляются 
более сильные требования, чем в определении 1 .8 , так что свойство 
линейности является существенно необходимым для предложения 
2.1.

Минимальные реализации в смысле 1.9 характеризуются сле­
дующим предложением:
Предложение 2.4. Пусть (р, ф) — инвариантная во времени дина­
мическая система. Предположим дополнительно, что либо (р, ф) 
линейна и ее пространство состояний конечномерно, либо про­
странство состояний С конечно и не наделено никакой алгебраи­
ческой структурой. Такая система является минимальной реали­
зацией в^смысле определения 1.9 тогда и только тогда, когда она 
приведена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства необхо­
димости. Предположим, что (р, ф) не приведена. Тогда мы можем 
построить отношение конгруэнтности -Б с: С X С, потребовав, 
чтобы

(с, с') ^ Е  (Vx) (ро (с, х) =  Ро {с', х)).
Так как Е является отношением конгруэнтности, то CIE имеет 
такую же алгебраическую структуру, что и С. Определим затем 
р̂ : {CIE) X условием:

Pt ([с], Xt )  =  Pt { с ,  Х ( ) .

функция Pt определена корректно, поскольку система (р, ф)
инвариантна во времени, а семейство р =  {р<: i 6 ?’} реализуемо. 
Пусть теперь h: С -*■ CIE — каноническое отображение, т. е. 
h (с) =  [с]. Тогда h является эпиморфизмом и удовлетворяет ком­
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мутативной диаграмме ИЗ определения 1.9. Однако, поскольку отно­
шение Е  нетривиально, h не является изоморфизмом, и требуемый 
результат получается с помощью рассуждений, аналогичных 
использованным в доказательстве предложения 2 .2 .

Обратимся тенерь_к_доказательству достаточности. Предпо­
ложим, что система (р, ф) приведена, и пусть h: С С — неко­
торый эпиморфизм, удовлетворяющий коммутативной диаграмме 
из ощ)еделения 1.9. Покажем, что h — инъекция. Предположим 
с этой целью, что h (с) = h (с') для некоторых с и с' из С. Тогда 
из диаграммы определения 1.9 следует, что для любого х ^ Х

Ро (с, х) =  ро {h (с), х) = ро {h (с'), х) =  ро (с', х).
Поэтому (Vx) (ро (с, х) =  ро (с', х)), а это в силу приведенности 
(р, ф) означает, что с =  с', ч. т. д.

Предложение 2.4 доказано нами либо для линейных систем, 
либо для систем с конечным пространством состояний, не имеющих 
никакой алгебраической структуры. Однако, как это следует 
непосредственно из доказательства этого предложения, оно спра­
ведливо для любых систем, если отношение Е cz С х  С,

(с, с’) ^ Е  о  (Vx) (ро (с, х) =  ро (с', ж)),
оказывается отношением конгруэнтности относительно алгебраи­
ческой структуры пространства состояний.

Если отношение эквивалентности, используемое в определении 
минимальной реализации, требует лишь совпадения реакций на 
входное воздействие, то соответствующую минимальную реали­
зацию называют минимальной реализацией реакции на входное 
воздействие, добавляя к этому еще слова, указывающие в каком 
смысле понимается здесь минимальность. Важность минимальных 
реализаций такого типа определяется тем фактом, что в боль­
шинстве задач синтеза линейных систем управления (или фильтров) 
требуется воспроизводить лишь заданную реализацию на входное 
воздействие, определенную в виде некоторой весовой функции 
Переходя к реализациям этого типа, мы будем исходить от опреде­
лений 1 .1 0  и 1 .1 1 .

Предложение 2.5. Пусть (р, ф) — инвариантная во времени конеч­
ная динамическая система. Эта система является минимальной 
реализацией в смысле определения 1 .1 0  тогда и только тогда, 
когда она является управляемой и приведенной.

Д о к а 3 а т ^  л_ь с т в о. Начнем с доказательства необхо­
димости. Если (р, ф) не приведена, то мы можем построить отно­
шение эквивалентности Е cz С Х С, такое, что

(с, с ' ) ^ Е  (Vx) (ро (с, х) =  ро (с', а:)),
1 2 - 0 2 S *
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причем Е нетривиально* Построим также р̂ : {CIE) X 
потребовав, чтобы

Pt (W, ^t) = Pt {с. ^t)- 
Так как ^  инвариантно во времени, такое определение кор-
ректно. Тогда р =  {р̂ : t в является реализуемым семейством 
реакций. Предположим теперь, что Cq ^ С является эталонным 
состоянием для С, и пусть [б?о1 — эталонное состояние для CIE. 
В этом случае

{(̂ » Ро(̂ о» ^))‘ х ^ Х )  = {{х, ро([̂ о̂Ь ^))‘ ^ ^
а так как Е нетривиально, а С конечно, то К {CIE) <^К (С). 
Следовательно, (р, ф) не может быть минимальной реализацией 
в смысле определения 1 .1 0 . _

Предположим теперь, что система (р, ф) не управляема. Опре­
делим Cq с: С и р̂ : Со X X f - ^ Y t  так, что

Со =  {с: (За:*) (с =  (Pot (̂ о. а:* ))}, р( =  р( | Со X Xf,  
где Со 6 С — эталонное состояние исходной системы. Покажем
прежде всего, что р =  {р̂ : t ^ Т )  реализуемо некоторой инва­
риантной во времени конечной динамической системой. Для этого 
зафиксируем произвольные с ж х* ^Х*,\ Тогда с =  фох (̂ о, 
для некоторого х^ и, следовательно,

Фо* {с, х‘) =  {с, F-{x^)) =  Фо,. (Со, x - ‘F^{x^)) 6 С,,

рде f  = t Поэтому 9 ot (Со X X*) с= Со, т. е. X
X Х ц ^-^  Со может определяться условием ф̂ -̂ =  ф^ '̂| Со X
X Xti>. Ясно, что (р, ф), где ф =  {ф^ :̂ t, t' е Г}, является инва­
риантной во времени конечной динамической системой. Так как 
^̂0 =  Фоо (^0» то Со е Со и

{(̂ » Ро (^0» )̂)* л: G X} =  {(л:| ро (̂ о» ос)): х ^ X}.
Будем считать Со эталонным состоянием множества С©. Но тогда, 
поскольку К {Со) <К { С) ,  (р, ф) не может быть минимальной 
реализацией в смысле определения 1 .1 0 .

Обратимся теперь к доказательству достаточности. Предпо­
ложим, что (р, ф) приведена и управляема, но не является мини­
мальной реализацией в смысле определения 1.10. Но тогда най­
дутся конечное множество С и инвариантная во времени конечная 
динамическая система (р, ф) с пространством состояний С, причем 

1. к ф ) < ^ к  (С), 2. (va;) (Ро (Со, Х) =  р̂  (с«, х)), (8.3)
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где Cq ^ с  и Cq ^ С являются эталонными состояниями обеих 
систем. А так как р и р реализуемы, то

(Vx‘) (Эс' е С) (Vxt) (Pt (с', Xf) =  Ро (Со, ?  - X t )  I Tt),
(8.4)

(Vx‘) (Зс' е С) (Va:,Hp, (с', ;г,) =  р„ (со, -х,) | Г,). 
Вспомним теперь, что (р, ср) является управляемой и, значит, 

(Vc 6 С) (3?) {с =  (с„, ?)),
т. е.

(Vc 6 С) (Зх‘) (Va;') (р< (с, х,) =  р̂  (cj, ?  -х,) | Г )̂. (8.5)

Но из соотношений (8.3) — (8.5) следует, что
(Vc б С) (Зс' б С) (Vxt) (р( (с, X,) =  р, (с', X,)). (8 .6)

Пусть теперь <=. С таково, что

Со =  {с': (Зс) (Vx,) (pt (с, X,) =  Pt (с', х,))}. (8.7)
Из соотношения (8 .6) вытекает, что С ^ф  0 . Определим поэтому 
ф с= Со X С так, что

(с', с) б ф (VX,) (pt (с, X,) =  Pt (с', Х()).
Но из (8.7) следует, что 3  ̂ (ф) =Cq. Заметим, что если (с', с) б ф 
и (с', с) б Ф, то

(Va:t) (pt (с, Xt) =  Pt (?, Xt) =  pt (с, x,)).

Поскольку система (p, ф) приведена, справедливо равенство 
с  =  с .  Поэтому ф является отображением ф: C q - ^ C ,  и, более 
того, согласно соотношению (8 .6), это отображение сюръективно. 
Следовательно, К  (С) ^  К  (&о) ^  Ф), а это противоречит пред­
положению о том, что К ф) < iK  (С), ч.т.д.

Прежде чем переходить к характеризации реализаций, мини­
мальных в смысле определения 1 .1 1 , докажем следующую лемму:
Лемма 2.1. Предположим, что (р, ф) — некоторая приведенная 
инвариантная во времени линейная динамическая система. Пусть

Со =  {с: (Зх‘) (ф,о, (х‘) =  е) & f б Г}.
Тогда

Со =  {с: (Зх‘) (Pit (с) =  рго (х‘ -0) I Tt) & t в Т] 
и Сд является линейным подпространством пространства С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В общем случае
Со с  {с: (Зх‘) (Pit (с) =  рго (х‘ . 0) 1 Г,) & f б Т’} =  CJ.
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Предположим, что (с) =  р2о *0) I 1't- Но так как семейство 
реакций {р̂ } приведено, то

с =  Pii (Р20 {х* -0) i Tt) =  фао( (х‘)

(см. § 3 гл. IV) и, значит, Cq =  Cq. Оставшаяся часть доказатель­
ства вытекает из доказательства следствия 3.2 гл. VII, ч. т. д.

Теперь мы можем доказать следующее предложение:

Предложение 2.6. Пусть (р, ф) — инвариантная во времени 
конечномерная линейная динамическая система. Эта система 
является минимальной реализацией в смысле определения 1.1 1  
тогда и только тогда, когда она управляема и приведена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства необходи­
мости. Если система (р, ф) не приведена, то существует нетри­
виальное отношение конгруэнтности Е а  С X С, для которого

(с, с ' ) ^ Е  Р ю  (с) =  Р ю  {с’).

Определим р̂ :̂ CI E- ^Yf ^  потребовав, чтобы

Pit ([с]) =  Ри (с)- 
Но тогда р =  {{piu p2i)- t ^ Т} реализуемо некоторой инвариант­
ной во времени конечномерной линейной динамической системой. 
Обозначим через h: С CIE каноническое отображение, т. е. 
h (с) =  [с]. Тогда h является эпиморфизмом. Так как Е нетри­
виально, то h не может быть изоморфизмом. Поэтому, рассуждая 
так же, как при доказательстве предложения 2 .2 , мы докажем, 
что (р, ф) не является минимальной реализацией в смысле опре­
деления 1.11. Предположим теперь, что (р, ф) приведена, но не 
является управляемой. Определим Cq cz С следующим образом:

Со = {с: (3 X*) {с =  фго< (ж*))}.

Но тогда, согласно лемме 2.1, Со является подпространством 
пространства С, а, поскольку система неуправляема, это подпро­
странство собственное. Пусть теперь р̂ :̂ Cq Y j TaiWBO, что
Pjj =  Pj, I Cg. Мы покажем тогда, что семейство {(ри, р2()} 
реализуемо. Прежде всего заметим, что, так как {(рк, pgj)} 
реализуемо, новое семейство, очевидно, удовлетворяет условию 
согласованности реакций на входное воздействие. Нам остается 
лишь показать, что

<V t) (V t') (V с 6 Со) (V xtr) (3 с' € Со) (рц' (с') =
=  (pit W +  p8t i^it’ *0)) I
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Так как {(ри, Pat)} реализуемо, то
(V г) (V х‘) (V с е С,) (3  е' е с) (р ,̂ (с'> =

=  Р ю ( с )  I г , +  р г о  ( х ‘ . 0 )  I Т ^ ) .  

Покажем теперь, что с' ^ Cq. Поскольку с ^ Cq, для некоторых 
^ Г и должно выполняться равенство (с) =  р2 о (^ ' *0) | 

Обозначим i через т. Так как семейство реакций {р^} инвари­
антно во времени, мы получаем, что

Pit {с') =  Pit' {с) I т, +  р,,- (F*'{x*).0) I Г, =

=  Р20 ( i '' • 0) I Г, +  p,t, . 0) 1 Г, =

=  P2o(J‘'-F ''(x‘) .0) l r , .

Значит, с' 6 Cq. Поэтому

т  (Va:*) (Vc 6 Со) (Зс' е Со) (Ьи (с') = Рю (с) I +р,о • 0) | Г,)-

Так как {р,} инвариантно во времени, мы получаем требуемый 
результат. Поэтому {(р^, pat)} реализуемо некоторой инвариант­
ной во времени конечномерной линейной динамической системой. 
Обозначим через h: С Со оператор проектирования С на Cq. 
Тогда h является эпиморфизмом, но не является изоморфизмом, 
поскольку Со — собственное подпространство пространства С. 
Из рассуждений, использованных при доказательстве предложе­
ния 2 .2 , следует, что (р, ф) не может быть минимальной реализа­
цией в смысле определения 1 .1 1 .

Перейдем затем к доказательству достаточности. Предположим, 
что система_(р_̂  ̂ ф) приведена и управляема. Предположим, кроме
того, что (р, ф) представляет некоторую инвариантную во вре­
мени конечномерную линейную динамическую систему, для кото­
рой (Vx) (ро (О, х) =  р„ (О, х)), и, более того, существует неко­
торый эпиморфизм h: С С. Определим отношение конгруэнт­
ности Е CZ.C X С, потребовав, чтобы (с, с') 6 Е h (с) =
=  h (с'). Пусть линейная функция pi,: С!Е -v  удовлетворяет 
условию

р'к ([с]) =  р1, {h (с)).

Но тогда семейство р' =  {(р'и, РгО-  ̂ реализуемо некоторой 
инвариантной во времени конечномерной линейной динамической 
системой. (См. развитую выше теорию реализации.) Так как из 
равенства (Vx)(ро (О, х) =  ро (О, х)) следует, что р^о{х) =
~  р2о (х) при любом X, то, согласно условию реализуемости, мы 
имеем

2. Характеризация минимальных реализаций 181



т  ( З Ы )  (р'и ( [d )  =  р ,о  (^ ‘ -0) 1 T t) ,  (8 .8 )

Поскольку система (р, ф) управляема, то

С =  {е: (Зж') (с =  фго4 (х‘))},
ИЛИ

(Vc) (30 (За;') (е € С р ,̂ (с) =  р,„ (х* • 0) | Г,).  ̂ (8.9)

Но из соотношений (8 .8) и (8.9) следует, что

(Vc) {3t) (3[с']) { с е с ^  Ри {с) =  ри{[с'])).

Так как р' =  {(ри, Pzt)-  ̂ 6 инвариантно во времени, то 
из последнего соотношения вытекает, что

(^с) (3[с'1) (с е С Рю {с) =  pUilc'])).

Пусть С" CZ CIE удовлетворяет условию

С' =  {1с']: {зс е С) (рю {с) =  pio([^']))}.

Очевидно, С' является линейным подпространством пространства 
CIE. Но тогда, в силу приведенности (р, ф), суш;ествует линейная 
сюръекция рТо*р10- С' С, ч. т. д.
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3. ЕДИНСТВЕННОСТЬ МИНИМАЛЬНЫХ РЕАЛИЗАЦИЙ 
РЕАКЦИЙ НА ВХОДНЫЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ

В общем случае минимальная реализация некоторой системы 
не обязательно должна быть единственной (это сразу видно из дока­
зательств предложений предыдуш;его параграфа). Однако в этом 
параграфе мы покажем, что минимальные реализации реакций 
на входные воздействия единственны с точностью до изоморфизма. 
С некоторыми другими минимальными реализациями мы позна­
комимся еш;е в гл. XII.

Проблему единственности мы решим прежде всего для самого 
общего случая

Предложение 3.1. Пусть (р, ф) и (р, ф) являются инвариантными 
во времени динамическими системами, и пусть обе эти системы 
приведены и управляемы. Эти системы являются реализациями 
одного и того же семейства реакций на входное воздействие, т. е.
для любых X  выполняется равенство ро (̂ о̂? ^) =  Ро (̂ о? тогда 
и только тогда, когда найдется такое взаимно однозначное соот-
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ветствие h'. С С, что h (с#) =  с© и при любых и О ^
i ^  коммутативна следующая диаграмма:

с f у,
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы начнем с доказательства доста­

точности. Предположим, что сущ;ествует взаимно однозначное соот­
ветствие h: С С, обеспечивающее коммутативность приведен­
ной выше диаграммы. Тогда для любого х ^ X  и t' ' ^ 0
Ро (Со. х) I Tt> =  P t ' (ф04» (Со, X*'), Xf>) =  (где Х =  Х*‘ -Xf)

=  Pt' (**9ot' (со, х̂ ’), Xf) =

=  Р<' (ф о С  (Со. X*’) ,  X f )  =

=  Ро (Со, 3*' I T t ' ,

и потому (Со, х) =  Ро (Со, х) при любом X  ^ X,
Обратимся теперь к доказательству необходимости. Обозна­

чим через h с:С X С отношение
(с, е) ^ А <=Ь» (За:*) {с =  фо«(Со. х*)&с =  фо» (Со, х*)). 

Предположим, что (с, с) 6 Л, (с, с ')  £ и в то же время

с =  фо4 (со , X*) &  с =  фо4 (со , а:'), 

с =  фо<* (Со, & с' =  фо(' (Со, X*').

Но тогда для любого х̂
Pt (с , Xt) =  Pt (q>ot (Со, х ‘) ,  Xt) =  Ро (Со, х * -Xf) \ T f  =

=  Ро  (Со, x ^ ^ x t l  \ T t  =

=  Pt  (фо< (Co. л:‘ ),  X f )  =  р (  (с, Xt).  ( 8 .1 0 )

Аналогично, для любого X t '

=  pt» {с\ Xt'), (8 .1 1)
а поскольку семейства р и р инвариантны во времени, из равенств 
(8 .10) и (8 .1 1 ) следует, что

(Vx) (Р о  (с, х) =  Ро {o', х)) .

(Ух) (ро (с, х) =  Ро (с', х)).



Но тогда
(Va:) (ро (с, х) =  ро (?, х)).

Так как система (р, ф) п р и в е д е н а , =  с'. Зафиксируем теперь 
произвольное с ^ С. Поскольку (р, ф) управляема, существует 
такое что с =  фо( (с ,̂ х*). Обозначим теперь через с состояние 
Фо( (̂ 0̂1 Но тогда (с, с) ^ h и, следовательно, 3){h) = С. Это 
означает, что h является сюръекцией из С на С. Более того, 
поскольку h определяет некоторую симметричную процедуру 
получения пар элементов из С и С, для h должно существовать 
обратное соответствие h~̂ . Следовательно, h взаимно однозначно. 
Что же касается соотношения h  {cq)  =  Cq,  т о  о н о  получается
из того факта, что Сд =  фоо и Со =  Фоо(̂ о, Итак, нам
остается показать, что указанная выше диаграмма коммутативна 
относительно h.

Поскольку
(фо» (со, <Pot (Со, х‘)) в h, 

для любого X* справедливо равенство

Фо< (Со. X*) = h-(pot (Со, X*).
Что же касается соотношения

Ф«' (с), Xtf) =  (с,

которое должно выполняться при любых с  ̂с и любых Xft',
то его гараведливость можно доказать следующим образом. Систе­
ма ( р ,  ф )  управляема, и, следовательно, существует такое х'̂ , что 
с =  Фот (^0 » Положим |х ^  — i) +  т. Тогда

(Фон (Со, х'^-Р^~*{хц.)), Фор, (Со, x^-F'^~\xtt')))^h=^

(фтц (фот (̂ 05 *’■)) Р (^н'))> Фтц (фох (со»
(фхй (С) Р (^«')), Фт11(^(с), Р i^ti')))
(ф«' (с, Хи>) ,  Фи- { h  (с) ,  Х и , ) )

=^ф«' (^(с), ЖнО=/1-фн»(с,
Аналогичным способом доказывается, что для любого с ^ С и лю­
бого Xf'

а  pt'  ( h  ( с) ,  Х { , )  =  k ‘ pt> (с,  X f ) .

Поэтому диаграмма является коммутативной относительно h,
ч. т. д.
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Предложение 3.1 утверждает, что если две^1риведенные и управ­
ляемые динамические системы (р, ф) и (р, ф) являются реализа­
циями одного и того же семейства реакций на входное воздействие, 
то они изоморфны в том смысле, что существует взаимно однознач­
ное соответствие h: С С, позволяющее определить (р, ф) через 
(р,

Pi (с, xt) =  р< {h~̂  (с), Xf) (8 .12)
И

^tt') =  (8.13)

к  тому же h должно удовлетворять условию h (cq) =  Cq, Поэтому
если С ж С рассматривать как алгебры с определенными на них 
нульарными операторами Cq и  Cq, т о  h можно считать изоморфизмом 
этих алгебр.

Объединяя предложение 3.1 с предложением 2.5, мы получаем 
важное

Следствие ЗЛ. Пусть даны две инвариантные во времени конечные
динамические системы (р, ф) и (р, ф), являющиеся минимальными 
реализациями в смысле определения 1.10. Эти системы являются 
реализациями одного и того же семейства реакций на входное 
воздействие тогда и только тогда, когда диаграмма из предложе­
ния 3 .1  коммутативна относительно некоторого взаимно одно­
значного соответствия h, такого, что h (cq) =  Cq.

Согласно этому следствию, минимальная реализация в смысле 
определения 1 .1 0  произвольной инвариантной во времени конеч­
ной динамической системы определяется однозначно с точностью 
до изоморфизма [см. (8.12) и (8.13)].

Для случая линейных минимальных реализаций можно дока­
зать предложение, аналогичное предложению 3.1. Однако чтобы 
связь этого результата с классической теорией стала более 
выпуклой, мы сформулируем этот факт в виде следующего утвер­
ждения о единственности:

Предложение 3.2, Пусть две сильно неупреждающие инвариант­
ные во времени линейные динамические системы 5 =  (р, ф)
и 5 =  (р, ф) приведены и управляемы. Они являются реализа­
циями одного и того же семейства реакций на входное воздействие,
т. е. для каждого Xt справедливо равенство p^t if t̂) = p2t i^t) 
тогда и только тогда, когда существует такое линейное взаимно
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однозначное соответствие h: С С, что диаграмма

в которой А, и Я — выходные функции систем (р, ф) и (р, ф) соот­
ветственно, оказывается коммутативной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства необходи­
мости. заметим, что выходная функция X: С В  любой сильно 
неупреждающей инвариантной во времени линейной динамиче­
ской системы (р, ф) определяется следующим условием: для любых 
V) x̂  и с

^ (с) =  р( (с, Xt) it) =  Pit (с) (t) =  Pio (с) (0).
Но для любых t u x *

P i t  (фго« ( х * ) )  =  Ро (О, ж ' .0) I =  Рг, (ж ' .0) I T t  =

=  р2( (ж* • 0) I f t  =  Pi, (ф^о, (а;')).
Следовательно, для любых >  f
^  (Ф20« (Х*))) =  рк- (ф1„, (ф,„, (ж‘))) (Г) =

=  (Рк (Ф20< (х^)) I Tt>) (Г) =  Pi, (ф20, (х')) i t ')  =

=  Pit (Ф20( (а̂ ‘)) (f) =  Я, (Ф1„, (ф20< (х‘))).
Поскольку S Z S  приведены, отображения pi, и pi, должны быть
взаимно однозначными, а потому на Pi, (С) и р^ (С) определены
обратные к ним отображения. Более того, так как системы S и S 
управляемы, справедливы равенства

с  =  и Фо( (Х‘) и С =  и Фо« (X*). 
i t



Зададим теперь he- С - ^ С  так, чтобы для произвольного t
К  (с) =  рт} -Pit .

если определена правая часть этого равенства. Заметим, что, 
поскольку обе системы инвариантны во времени, для любых t я f

pit {pit (с)) =  (Pir {с)),
если только определены оба эти выражения. Кроме того, из 
равенств

С'= и Фо« (-^0 »t

Pit (ф20< (^ )̂) “  Pit (фго* (^ )̂) 
для любого следует, что 3D{hc) = С. Поэтому является 
взаимно однозначным соответствием (т. е. =  рТ} pi  ̂ для неко­
торого t) и для каждого t и каждого f  t

(ф20< (^*))) ~  ФхМ' (ф20< ))»
в частности, если t' =  t, то

К  (Ф20< (̂ *)) =  Ф20  ̂ (^*)‘
Доказательство достаточности очевидно, ч. т. д.

Объединяя теперь предложение 3.2 с предложением 2.6, 
мы приходим к следующему результату:
Следствие 3.2. Две сильно неупреждающие инвариантные во^в]^- 
мени конечномерные линейные динамические системы (р, ф)
и (р, ф), являющиеся минимальными реализациями в смысле 
определения 1 .1 1 , пространства состояний которых удовлетворяют 
условиям предложения 2 .6 , могут быть реализациями одного 
и того же семейства линейных реакций на входное воздействие 
тогда и только тогда, когда диаграмма из предложения 3.2 являет­
ся коммутативной относительно некоторого линейного взаимно 
однозначного соответствия h.

3. Единственность минимальных реализаций 187



Глава I X

УСТОЙЧИВОСТЬ

Устойчивость — это обширный и важный раздел теории систем, 
и в настоящей главе мы лишь наметим подход к этой теме на уров­
не обш;ей теории систем. Мы покажем, как в рамках общей теории 
систем, развиваемой в этой книге, можно формализовать несколько 
понятий теории устойчивости, но подробно исследовать мы будем 
лишь одно из них — понятие устойчивости подмножества прост­
ранства состояний. А для того, чтобы продемонстрировать, что 
и общесистемный подход позволяет подойти к некоторым стандарт­
ным понятиям и проблемам, тесно связанным с математическим 
анализом, мы введем понятие функции типа функции Ляпунова 
для общей динамической системы и сформулируем необходимые 
и достаточные условия устойчивости в терминах этих функ­
ций.

По самой сути дела устойчивость зависит как от вида системы, 
так и от того, каким образом оценивать «инертность» (иными сло­
вами, устойчивость) выбранного режима ее работы. Поэтому, 
кроме определения системы, нам потребуется теперь еще и неко­
торая возможность решать, существенно ли изменяется поведение 
системы под действием возмущения. Такая оценка опирается на 
надлежащим образом определенное понятие окрестности, и система 
признается устойчивой относительно введенного понятия окрест­
ности, если при достаточно малых изменениях условий работы 
системы достаточно малы и изменения в ее поведении.

Обратите внимание на весьма общий характер соображений 
и результатов, относящихся к устойчивости и рассматриваемых 
в этой главе. Все используемые здесь объекты систем описываются 
исключительно как абстрактные множества, и мы вводим лишь 
одно вспомогательное множество, которое приходится упорядо­
чить для того, чтобы иметь возможность определить понятие 
функции Ляпунова. Вся информация о системе сконденсирована 
в определении некоторого предпорядка. Ограничившись только 
такой структурой, мы смогли тем не менее доказать основные 
теоремы типа теорем Ляпунова и получить необходимые и доста­
точные условия устойчивости. Эти результаты без изменений



переносятся и на системы с более богатой структурой, например 
на множества с произвольной топологией, с топологией равномер­
ной сходимости, на метрические пространства и т. п.

1. ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ УСТОЙЧИВОСТИ

Основная идея, связанная с понятием устойчивости, вообще 
говоря, состоит в следующем. Пусть d u e  соответствуют причине 
и следствию некоторого явления, т. е. пусть существует некоторое 
отображение F, такое, что F (d) =  е. Пусть в некоторой другой 
ситуации другая причина, скажем d, вызовет другое следствие 
е = F (d). Причинно-следственная пара {е, d) называется устой­
чивой, если незначительные отклонения от е вызываются малыми 
отклонениями от d, т. е. если для всех d, близких к t?, соответ­
ствующие следствия е = F (d) будут близки к е )̂. Интуитивно 
это означает, что малые отклонения d не могут существенно 
изменить следствие.

Для того чтобы теперь формализовать понятие устойчивости, 
очевидно, необходимо уметь судить о «близости». В общем случае 
это можно делать с помощью заранее выбранного семейства, 
вообще говоря, совершенно произвольных подмножеств. Пусть 
У — некоторое произвольное множество, П(У) — семейство все­
возможных подмножеств множества У, а 0у — некоторое заданное 
семейство подмножеств из У, т. е. 0у cz П(У). Тогда для произ­
вольной точки у G У условимся называть ее системой окрестностей 
относительно 0^ множество N{v), такое, что

N {v )  =  {а: а 6  ̂ а}.

Определим теперь общее понятие устойчивости.

Определение 1.1. Пусть F: D Е — заданное отображение, 0р 
и 0 ^ — заданные семейства подмножеств множеств D и Е соответ­
ственно, {d, ё) ^ D X Е и е = F {д). Тогда пара (d, е) называется 
устойчивой относительно 0 )̂ 0 ^ в том и только в том случае,
когда _ __

(Va е N  (̂ )) (ЗР е а д )  (Vd) (d  ̂ Р е а),

где N {е) cz 0^ и iV (d) cn 0̂ ) — системы окрестностей точек e n d
относительно 0 ;̂ и 0 )̂ соответственно.
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Заметим, что два утверждения, содержащиеся в этой фразе, не экви­
валентны. Однако дальнейшее изложение устраняет возникшую возможность 
разночтений. — Прим. перев.



(а) Устойчивость реакции

Понятие устойчивости, введенное в определении 1 .1 , может 
быть использовано для получения целого ряда более конкретных 
понятий устойчивости систем. Например, пусть D будет начальным 
(или глобальным) объектом состояний С, Е — выходным объек­
том Y, а F — начальной (глобальной) реакцией системы для 
заданного входного воздействия ж 6 X. В этом случае мы прихо­
дим к следующему определению:
Определение 1 .2 . Пусть 0с и 6у — некоторые заданные семейства 
подмнож^еств множеств С и У соответственно. Реакция системы 
У = Ро (соу х) называется устойчивой (относительно 0с, 0г и задан­
ного х) тогда и только тогда, когда

(Va 6 N  Q ))  (Зр е N  (Со)) (Vco) (с„ б Р Ро (с„, i )  € а),

где N (у) и N  (Cfl) системы окрестностей у ж соответственно.
Если система S динамическая, то вопрос о ее устойчивости 

традиционно исследуется в терминах семейства функций перехода 
состояний^ Если у такой системы имеется каноническое представ­
ление (ф, Я), то этот подход совершенно оправдан, поскольку 
выходная функция К является статическим отображением и не 
может влиять на устойчивость системы.

В действительности при подобном подходе (см. [13]) единствен­
ная информация о системе, необходимая для выяснения вопроса 
об устойчивости, заключена в последовательной смене состояний. 
Другими словами, вся необходимая информация о системе в этом 
случае может быть представлена в весьма компактном виде, в фор­
ме некоторого упорядочения пространства состояний ^  а  С X С. 
Займемся теперь построением такого порядка с помощью семей­
ства функций перехода ф.

Итак, пусть некоторая инвариантная во времени динами­
ческая система (ф, Я) с пространством состояний С, и пусть Z =  
=  С^. Для любого X система S задает отношение ^  а  С X С, 
для которого

(с, с ')  €  <=> (3xtt>) (с' =  ф „ . (с, Xtt-)). (9 .1 )

Это отношение ¥  обладает следующими свойствами. Для любых 
с, с' и е* из С

(i) (c ,c ) 6 Y.
(ii) (с. С) е (с', О  е ’F=! '̂(e, с") б "F.

Условие (i) вытекает из принятого для функций перехода 
состояний соглашения о том, что ф̂ ( {с, Хц) =  с, в то время как
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условие (ii) является следствием инвариантности нашей системы 
во времени, полноты ее входа и свойства композиции^).

Возьмем теперь в качестве С и П (С) соответственно множест­
ва J9 и £* из определения 1.1. Пусть F: (С) таково, что
f  (с) = W (с) =  {с': (с, с') 6 ¥} . Пусть, наконец, 0^ =  0^ =  6 d  
с: П (С).‘ Тогда определение 1.1 переходит в следующее

Определение 1.3. Состояние с в С называется устойчивым сггно- 
сительно W и Q тогда и только тогда, когда

(Va 6 iv W )F (3 P ^€  Щс)) (Т(р) с; а), 

где ¥  (Р) =  и ^   ̂ окрестность множества W (с) определяется

обычным образом, т.' е. N  (¥  (с)) — {а: а  g 0 & ¥  (с) спа}.
Хотелось бы еще раз подчеркнуть, что в определении 1,3 

система фигурирует лишь в виде порождаемого ею отношения W, 
обладающего свойствами (i) и (ii), т. е. являющегося отношением 
предпорядка. Поэтому всякий раз, используя определение 1.3, 
мы будем говорить об устойчивости предпорядка ¥  и отдавать 
себе отчет в том, что отношение W определено семейством функций 
перехода состояний некоторой системы.

В качестве иллюстрации применения определения 1.3 рас­
смотрим динамическую систему, заданную на евклидовом прост­
ранстве с нормированной топологией и семейством окрестностей 0 , 
соответствующим этой топологии. Предположим, что у этой дина­
мической системы нет входных воздействий )̂, т. е. что (pot̂  С С 
и с ^ С является равновесным состоянием системы, фо̂  (с) = с 
при любом t. Но тогда определение 1.3 можно интерпретировать 
следующим образом:

(Ve) (36) (Vc) (II с -  с II (II ф„, (е) - с  || <  е)).
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1) Действительно, пусть (с, 6 ^  и (с', с") G т. е. пусть
=  f i t '  ^ w )  и с" =  (с', a-gg') для некоторых Xft' и Xss'- Положим теперь

t" =  (s' — s) +  t'. (Заметим, что, в силу инвариантности во времени системы 
S, множество моментов времени является линейно упорядоченной абелевой 
группой.) Но тогда с" =  (с', поскольку S инвариантна
во времени. Так как

ш
с ' =  Ф /'Г  (с', F i ' - s  М )  =

 ̂ ^  (ф«' Ĉss')) = wTO (c, c") 6 Y.
2) Правильнее было бы сказать «существует единственное входное воз­

действие». — Прим. перев»



Это не что иное, как устойчивость по Ляпунову, а следовательно, 
определение 1.3 является обобщением понятия устойчивости 
по Ляпунову )̂.

Определение 1.3 можно распространить и на множества, а не 
только на точки.
Определение 1.4. Для того чтобы множество С' а  С было устой­
чивым относительно ^  0 , необходимо и достаточно, чтобы

(V a е Щ ч  {С')))  (ЗР е N  (С ')) (Р) d  а) .

(Ь) Устойчивость изолированной траектории
Устойчивость по Ляпунову некоторого заданного элемента

W {с) в предыдущем параграфе рассматривалась по отношению 
к другим элементам ^  (Р). Но существует и устойчивость другого 
типа, при которой устойчивость множества W (с) нужно определять 
относительно самого W (с).

Типичным примером такого рода может служить устойчивость 
по Пуассону. Пусть динамическая система с фиксированным 
входным воздействием х описывается уравнением (t) =  9 ot (с, х^). 
Траектория Zgi Г С  называется позитивно устойчивой по Пуас­
сону тогда и только тогда, когда

(3?) (Va е ^  {zc т  т  (зг) {t ( п  е «).
Например, если {t) =  sin ct, где с 6 то устойчива в ука­
занном выше смысле для произвольных положительных t.

Приведем еще один пример. Для этого предположим, что неко­
торая динамическая система S определена на евклидовом прост­
ранстве с нормированной топологией и что, более того, для S 
существует всего одно входное воздействие х. Пусть z (t) = 
= Tot Тогда классическое понятие устойчивости форму­
лируется следующим образом: траектория z: Т С называется 
устойчивой тогда и только тогда, когда

(Ve) {3t) {Щ (v^') (t <t& ? <  II z {t) -  I ( f)  <  8). (9.2)
Условие (9.2) определяет устойчивость относительно самой 

траектории z. Но, вообще говоря, классическое понятие устой­
чивости и устойчивости по Пуассону не совпадают.

Рассмотрим, например, траекторию z {t) = I /(1 +  t). Эта траек­
тория устойчива в смысле определения (9.2), но она не является 
устойчивой по Пуассону. При определенных же условиях клас-

192 Гл, IX , Устойчивость

См. монографию Немыцкого и Степанова [14].



сическая устойчивость становится устойчивостью по Ляпунову 
или, иначе говоря, асимптотической устойчивостью.

(с) Структурная устойчивость
Понятие структурной устойчивости связано с «морфологией» 

системы. Представим себе, что общая система S cz X  х  Y  «пара­
метризована» некоторым множеством D в том смысле, что каждо­
му d ^ D соответствует некоторый «режим» работы системы. 
Более того, будем предполагать, что поведение систевш можно 
классифицировать по различным его «типам», т. е. существует 
некоторая функция

Р: S - ^ E ,
причем е =  PJS)  означает, что для S ^ S  характерен тип пове­
дения е, щв S = {S CZ X X Y).  Пусть, кроме того, R: D 
а F является композицией функций Р и Д, т. е. функция F: D ^  Е 
такова, что

e = F { d ) ^ P { R  {d)).
Обычно система окрестностей точки е ^ Е  считается вырожден­
ной. N  (е) =  {{е}}. Тип поведения е ^ называется структурно 
устойчивым в том и только в том случае, когда для каждого d ^ D ,  
такого, что е = F (d),

(Зр 6 N  (d)) (Vd )(d б р => F (d) =  е).
В качестве простого примера рассмотрим следующую динамиче­
скую систему:

(dĴ z/dfi) 4 - 2 d {dz/dt) +  z =  0 .
Обычно в зависимости от значения параметра d типы динамиче­
ского поведения этой системы подразделяют на «передемпфиро- 
ванное» (=  е̂ ), «критически демпфированное» (=  e j ,  «недодемп- 
фированное» (=  e^), «устойчиво колебательное» (=  4̂) и «неустой­
чивое» (=  gj). В этом случае

если d >  1 ,
«2, если d = i,
«3, если О < d  < 1 ,
«4. если d = О,
65, если d < . 0 .

Если теперь в качестве 0j> и 6 ;̂ выбрать обычную и дискретную 
топологии соответственно, то нетрудно видеть, что типы поведе­
ния «1, «3 и «5 устойчивы, а остальные — нет.

В заключение сделаем еще одно замечание принципиального 
характера.

См., например, работу Тома (15J.
13-0296
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Устойчивость в этой главе определяется относительно некото­
рого заданного семейства подмножеств 6 . Если на 0 не налагать 
никаких ограничений^ то любую систему можно рассматривать 
как устойчивую относительно некоторого надлежащим образом 
выбранного семейства 0. Однако чаще всего семейство 0 задано 
с самого начала, и вопрос состоит в том, устойчива система отно­
сительно этого семейства или нет. Теперь мы собираемся подробно 
обсудить эту проблему для случая устойчивости множеств, пони­
маемой в смысле определения 1.4.
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2. УСТОЙЧИВОСТЬ МНОЖЕСТВ ДЛЯ ОБЩИХ СИСТЕМ
Устойчивость можно охарактеризовать с помощью свойств 

функции F. В этом параграфе мы займемся получением необходи­
мых и достаточных условий устойчивости множеств, введенной 
в определении 1.4. В связи с этим термин «устойчивость» в этом 
параграфе будет использоваться исключительно для обозначения 
этого понятия.

(а) Предварительные соображения

В § 1 уже отмечалось, что семейство подмножеств 0 ci П(С) 
приходится вводить только для того, чтобы оценивать изменения, 
происходящие в С. Теперь же мы собираемся усилить это поня­
тие, определив понятие обобщенной метрики. Это позволит в даль­
нейшем ввести функции Ляпунова и охарактеризовать устойчи­
вость систем в терминах существования подобной функции.

Определение 2.1. Пусть даны множество С, семейство его под­
множеств 0 с  П (С) и полная решетка W с наименьшим элемен­
том 0. Пусть для каждого с определено такое подмножество

CI W, что существует функция р: С X С  W , удовлетво­
ряющая следующим условиям:

(i) р (с, с') >  О и р (е, с) =  0;
(ii) р (с, с') =  р (с', с);

(iii) р (с, с") <  р (с, с’) V р (с , с ); ^  ч.
(iv) определим множество S (с, w) =  {с : р {с, с ) ^  w), тог-

да {S (с, w): W ^ Wc) образует базу элемента с 6 С в том 
смысле, что

(а) (Vw 6 Wc) {S  (с, w)  6 0),

(Р) (Va 6 6) (с е а  (Зш 6 И̂ с) (с € >5 (с, и;) с: а)). 

Функция р называется обобщённой псбвдомсшрикой относитель*



и’г 0 ) =

НО 0, а если Wc  при каждом с является еще и подрешеткой, то р
называется обобщенной метрикой (или расстоянием).

Теперь мы докажем наш основной результат.
Предложение 2.1. Пусть С — произвольное множество, а 0 — 
некоторое семейство подмножеств множества С. Тогда для (С, 0) 
существует обобщенная псевдометрика р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 0 =  {а :̂ i ^ /}, где I  — мно­
жество индексов для 0, и пусть W =  {О, 1}  ̂ =  {w: 1 )}.
Если теперь на W определить отношение порядка положив 
W <=> (Vi) {w (i) ^w '{i)),  где О < 1 ,  то W оказывается 
полной решеткой с наибольшим элементом 1 , где 1 (i) =  1 для 
любых i ^ I, и наименьшим элементом О, где О (i) =  О для любых
i G /. Пусть теперь р: С X С W  таково, что

Р (с, с') =  ш ш (О =  I а’  ̂ «г&с'баО.^  ̂  ̂  ̂ I О В противном случае,
Si Wi ^ W удовлетворяет условию

’ О, если i =  7,
. 1 в противном случае.

Положим W c=  {wii с ^ a i &i  ^ I}.  Тогда можно показать, что 
условия (i) — (iv) оказываются выполненными.

Условие (i). Очевидно, что р (с, с') ^  О, а так как невозможно, 
чтобы с 6 «i& c  ̂ а^, то р (с, с) =  0 .

Условие (ii). Пусть р {с, с ) = w и р (с', с) =  ш'. Тогда для 
любого i ^ I

W (i) = I <=> {с ^ (Xi &с' $ ai) V (с $ «i & с' g OLi) <=̂  w\i) = \
и, следовательно, р (с, с') = р {с\ с).

Условие (Ш). Пусть р (с, с') = w, р (с', с") =  и р (с, с") = w\  
Тогда для любых i ^ I
w"{i) = I {с ^ at & с"^ Ui) V {с ^ at& с" 6 а^) =4̂  ш (i) =

=  1 V ш' ( 0  =  i
и, значит, р(с, О  <  р {с, c')V р {с\ О -

Условие (iv). (а) Выберем произвольное Wi ^ W^- Нам нужно 
показать, что р (с, с') ^Wi<=>c' ^ а^. Предположим, что р(с, с') = 
=  w\  Если с' ^ а^, то w' (i) =  О и, следовательно, w' ^  Wi, 
Если же с' ^ ai, то w' {i) =  1 и, значит, неверно, что w' ^  
Поэтому S (с, Wi) =  ^ 0. (Р) Выберем произвольное G 0̂
Если с ^ ai, то Wi ^ Wc- Но тогда с ^ S (с, Wi) =  а^, ч. т. д.

Очевидно, обобщенная метрика, построенная в процессе дока­
зательства предложения 2 .1 , формализует интуитивное представ­
ление о том, что изменение при переходе от состояния с в состоя­
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ние с' меньше, чем при переходе из с в с", если (v«  6 0) (с 6 
6 а&с" 6 а  =^с' g а).

Рассмотрим теперь вопрос о характеризации устойчивости 
с помощью обобщенных метрик. Пусть С  будет некоторым под­
множеством множества С, а 6 — некоторым подмножеством мно­
жества П {С). Обозначим {а: а  6 6 &С' <= а} через N  (С'). Тогда 
справедливо следующее следствие:
Следствие 2.1. Пусть С  — некоторое подмножество множества С, 
а 0 — некоторое подмножество множества П (С), и пусть 
р'. С X С - ^ W  — обобщенная псевдометрика, построенная в про­
цессе доказательства предложения 2.1. Пусть р (С", с) =inf р(с', с).

 ̂ с'ес'
Тогда для С  существует подмножество Wc' а  W, удовлетворяю­
щее следующим условиям:

(a) р (С", с) >  О и, если с ^ С ,  то р (С', с) =  0;
(b) р (С, с") <  р (С, с') V р
(c) (Vw) (w_6 Wc’ S (С , w ) e N  (П) ;
(d) (V a  6 iV (С')) ( 3 w  6 Wc-) (C 'd  S ( C \  w) с  a).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Wc> =  П Wg. Покажем, что

cec'
при таком определении Wc' все условия (а) — (d) оказываются 
выполненными.

Условие (а). Очевидно, что р (С", с) ^  0. Если же с g С ,  то 
р (С, с) ^  р (с, с) =  О и, значит, р (С", с) — 0.

Условие (Ь). Для любого с ^ С' справедливо неравенство 
р (с, с") ^  р (с, с') V (р (с', с"). Поэтому для любого с ^ С' спра­
ведливы и неравенства

р (С, с") <  р (с, О  <  р {с, с') V р (с', с"),

откуда следует, что р (С", с") <  р (С', с') V 'p (с', с").
Условие (с). Если w ^ Wc’, то w (i) принимает значение 1 для 

всех i ^ I, за исключением одной точки, в которой и? (i) =  О, 
и ^ N_(C). Но это значит, что S (С, w) =  {с: р (С", с) ^ w }  =  
= at ^ N  (С),  где w (i) = ^ .

Условие (d). Если at ^ N  (С),  то Wi 6 Wc> и, следовательно, 
С  (= S {С,  Wi) =  at,  ч. т. д.

(Ь) Основная теорема*)
Теперь мы можем, используя следствие 2.1, получить необхо­

димые и достаточные условия устойчивости, не вводя никаких 
дополнительных структур.
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Обозначим для этого отношение предпорядка в С через Т , 
и пусть N  — произвольное частично упорядоченное множество, 
а N* — некоторое его фиксированное подмножество. Тогда можно 
ввести (см. [13]) следующее
Определение 2.2. Функция f: С ^  N  называется функцией Ляпу­
нова для подмножества С* cz С тогда и только тогда, когда

(i) (Ve) (Vc') [(с, c ' ) e ^ = > f ( c ) > f  (е')1;
(ii) (Vn) (За) (Vc) [га ^ N*&C* cza& c ^ a= ^ /  (с) ^  n];

(iii) (Va) (3n) (Vc) [ n e N * & ^  {€*) cz a  & /  (c) <  n с 6 «1-
Теорема 2.1. Пусть С — некоторое абстрактное множество, Y — 
отношение предпорядка в С, а 0 — произвольное семейство под­
множеств из С. Подмножество С* является устойчивым относи­
тельно 0 и Y тогда и только тогда, когда существует некоторая 
функция Ляпунова /: С

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства достаточ­
ности. Выберем произвольное а ^ iC*)). Тогда, согласно
условию (iii), для некоторого п ^ N* справедливо включение 
{с: /  (с) ^  га} с. а^Н о в силу условия (ii) для га должно сущест­
вовать такое Р 6 {С*), что р с: {с; /  (с) ^  га} cz а. Более того,
из условия (i) следует, что если /  (с) <  га и (с, с') 6 Ч̂ , то /  (с') ^  га.
Поэтому Y (р) CZ {с: /  (с) ^  га} с; а, и, следовательно, множест­
во С* устойчиво.

Перейдем теперь к доказательству необходимости. Пусть 
ЛГ =  ЛГ+ =  TFg, где С = ^  (С*) и /  (с) =  sup р {С, с’), где W,

c'6W(c)
W~ и р определены в следствии 2.1. Покажем тогда, что усло­
вия (i) — (iii) выполнены.

Условие (i). Поскольку /  (с) =  sup р (С, с’) и ’F транзитивно,
с'еч̂ (с)

условие (i), очевидно, выполнено.
Условие (ii). Выберем произвольное га 6 N*. Поскольку С с. 

с. S {С, п) ^ N  {€) в силу следствия 2.1 и поскольку С* устой­
чиво, всегда найдется такое а {С*), что ¥  (а) с  5 {С, га), 
т. е.

(Vc) (Vc') (с 6 а  & (с, с') е ¥  р {С’, с') <  га).
Условие (iii). Выберем произвольное а  ^ N  (С). Тогда, соглас­

но следствию 2.1, существует такое га 6 N*, что С S {С, п) cz а. 
Если /  (с) ^  га, то

(с) =  sup р {С, с') >  р {С, с),
c’ev(.c)

откуда с (С, n fc i  а, ч. т. д.
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Во МНОГИХ случаях устойчивость по Ляпунову исследуется 
относительно некоторого инвариантного множества С*, т. е. мно­
жества, для которого С* = W {С*). Если С* инвариантно, то оп- 
редепение 1.4 можно переформулировать следующим орбазом.

Инвариантное множество cz С устойчиво относительно Y 
и 0 тогда и только тогда, когда

(Va е N  (С*)) (ЗР 6 N  (С*)) (р) с: а).
Другими словами, если С* не является инвариантным множест­
вом, в качестве а выбирается некоторая окрестность множества 
Y (С*), но, если С* инвариантно, эту роль может сыграть и окрест­
ность множества С*. В связи с этим для инвариантных множеств 
можно переформулировать определение функции Ляпунова:

Определение 2.3. Функция f: С -> N  называется функцией Ляпу­
нова для инвариантного множества С* cz С тогда и только тогда, 
когда

(i) (Vc) (Vtr') ((с, c ' ) ^ 4 ^ f { c ) ^ f  {с'));
(ii) (Vn) (За) (Vc) (м ^ С* cz а& с  ^ а=^ f  (с) ^ п ) ;

(iii) (Va) (Зм) (Vc) {п 6 & С* а  а &. f  (с) ^  п с ^ а).

Разница между определениями 2.2  и 2.3 состоит в том, что 
в условии (Ш) определения 2.2 множество а  содержит W (С*), 
а в определении 2.3 — лишь С*. Что же касается теоремы 2.1, 
то она сохраняет свою силу и для определения 2.3.

Следствие 2.2. Пусть С — некоторое абстрактное множество, 
W — отношение предпорядка на С, а 0 — произвольное семейство 
подмножеств множества С. Инвариантное множество С* cz С 
является устойчивым относительно 0 и тогда и только тогда, 
когда существует функция Ляпунова /: С N, удовлетворяю­
щая определению 2.3.

(с) Применение основной теоремы
Подчеркнем еще раз, что множество С не было снабжено ника­

кой дополнительной структурой, кроме той, которая порождается 
произвольным семейством подмножеств 0. Поэтому теорему 2.1 
можно распространить на большое число частных случаев, полу­
чающихся в результате введения дополнительных структур на 
основных множествах и связанных с ними функциях. Интересно 
отметить, что основное структурное свойство функций Ляпунова, 
а также необходимые и достаточные условия устойчивости уловле­
ны в определении 2.2 и теореме 2.1. Последняя теорема непосред­
ственно переносится и на более конкретные системы, а для того, 
чтобы продемонстрировать справедливость необходимых и доста-
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ТОЧНЫХ условий для любого частного случая, достаточно убедить­
ся в том, что введение дополнительных структур не приводит 
к нарушению основных условий. Легко видеть, что утверждения 
теоремы 2 .1  сохраняют свою силу и тогда, когда 0 определяет 
топологию, т. е. удовлетворяет следующим условиям:

(i) С g 0 и пустое множество 0 6  0 «
(ii) Объединение любого числа элементов из 0 также при­

надлежит 0 .
(iii) Пересечение любого конечного числа элементов из 0 

также является элементом 0 .
Поэтому справедливо следующее следствие;

Следствие 2.3. Пусть С — топологическое пространство. С* с; С, 
а Ч*" — отношение предпорядка в С. Множество С* является устой­
чивым тогда и только тогда, когда существует функция Ляпунова 
/: С - ^ N .

В заключение рассмотрим проблему устойчивости в метриче­
ском пространстве (см. [16]). Метрическое пространство представ­
ляет особый интерес по двум причинам. Во-первых, метрическое 
пространство дает возможность проиллюстрировать идею, лежа­
щую в основе понятия обобщенной метрики. Поскольку построе­
ние функции Ляпунова базируется на понятии обобщенной метри­
ки, эта идея построения функции Ляпунова может быть, очевид­
но, использована и для метрического пространства. Во-вторых, 
область значений функции Ляпунова, вообще говоря, существенно 
сложнее, чем у обычной скалярной функции. Однако в том случае, 
когда С — метрическое пространство, удается построить функцию 
Ляпунова, принимающую значения на вещественной оси (точнее 
говоря, на неотрицательной вещественной полуоси).

Итак, пусть С — метрическое пространство с метрикой 
р: С X С ^  R и с порожденной этой метрикой топологией 0. 
Для подмножества С  с. С определим

р (С", с) =  р (с', с),
S (С', е) = {с: р {С, с) <  е}.

Тогда, если Wc> = R*, где R* — множество положительных 
вещественных чисел, то, очевидно, справедливы следующие факты:

(i) р (С, с) >  О и, если с 6 С', то р (С', с) = 0;
(ii) (Vu;) ( i v e W^ =i - S  (С', w ) e ^  (C')h

где iV (С") — все семейство открытых множеств, содержащее и С \  
Более того, если С" компактно, то справедлив также следующий 
факт:
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(iii) (Va е N  {€ ') )  (Зш 6 W ^ )  { С  с  S  (С', го) с  а).
На самом деле, если утверждение (iii) ложно, то для любого 

п (п =  1, 2, 3, . . .) найдется с„ б *5 (С', 1/п) f] iC \a ) .  А так как 
Cn^S  (С", 1/га), то существует и такое с„ б С", что р (с„, 4 )  <2/га. 
Поскольку С' компактно, последовательность {с„} должна иметь 
предельную точку с# б С'. Для простоты предположим, что {с„} 
сходится к Со. Но тогда

Р (Сп. Со) <  р (с„, с„) 4- р (с„. Со) о при га -► оо, 
а это противоречит утверждению, что с„ 6 С \ а .

Доказательство теоремы 2 .1  свидетельствует о том, что суще­
ствование функции Ляпунова, гарантирующей устойчивость мно­
жества С*, где С  = ^  (С*), определяется как раз этими тремя 
условиями и подсказывает построение функции Ляпунова f: С 
-> Д ^ и { 0 }вида

/(с) =  sup p(Y (C *),c '),
c '6 Y (c )

а в случав инвариантных множеств С* вида 
/  (с) =  sup р {С*, с').

с-еще)
Это позволяет нам сформулировать следующую теорему:

Теорема 2.2. Пусть {€, 0) — метрическое пространство. С* — 
некоторое компактное подмножество из С, а ¥  — некоторое 
отношение предпорядка в С. Множество С* устойчиво относитель­
но 0 и в том и только в том случае, когда существует функция 
Ляпунова f: С {0}, где — множество положительных
вещественных чисел и N* = R*.

Д о к а з а т е л ь с т в о  достаточности очевидно. Что же 
касается необходимости, то требуется проявить определенную 
осторожность при доказательстве справедливости условия (iii). 
В настоящем случае из га >  р (С, с) еще не следует, что с 6 5 (С, га). 
Однако из существования такого га', О <  га' с . га, что С с  
c S { C ,  n ' ) c ^ S  {С, га) с  а, вытекает, что га' >  р {С, с), откуда 
с ^ S {С, п) CZ а , ч. т. д.
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Глсша X

СОЕДИНЕНИЯ, ДЕКОМПОЗИЦИЯ 
И АВТОНОМНОСТЬ

Одной из важных областей применения общей теории систем 
являются исследования крупномасштабных, больших систем. 
В этих применениях весьма существенно иметь возможность рас­
сматривать систему как некоторое семейство индивидуально вос­
принимаемых и взаимосвязанных подсистем. Именно так и опре­
деляют во многих случаях на практике так называемый системный 
подход, и с этих позиций вся теория систем, интересующаяся 
системой как некоторой неделимой целостностью, рассматри­
вается лишь как необходимая предпосылка для дальнейшего 
изучения крупномасштабных и сложных задач, представляющих 
настоящий интерес.

В этой главе нас будут интересовать различные вопросы, 
связанные с взаимодействием подсистем, соединение которых 
и образует систему в целом, а целью этих исследований будет 
закладка фундамента для нового развития теории систем, наце­
ленного на применение в сложных и крупномасштабных ситуа­
циях.

Для того чтобы продемонстрировать широту возможных при­
ложений этого подхода, здесь рассматриваются некоторые част­
ные задачи двух совершенно разных направлений исследования. 
Опираясь на понятие управляемости, мы выводим условия авто­
номности многомерных систем с помощью обратных связей как 
для общего, так и для линейного случая. В то же время решается 
и задача декомпозиции конечных систем с дискретным временем, 
приводящая к более простым подсистемам специального вида.

1. ОПЕРАТОРЫ СОЕДИНЕНИЯ

Соединение двух или нескольких систем — это очень простая 
операция. Она требует лишь соединить выход одной системы 
с входом другой или подать один и тот же входной сигнал на две 
системы. На практике это может означать, например, не более 
чем соответствующую «перепайку проводов». К сожалению, фор­
мализация этого простого понятия наталкивается на определенные 
трудности главным образом из-за возникающей при этом «бухгал­



терии», т. е. необходимости в явном виде и строго зафиксировать, 
что соединено с чем, а на самом деле и что соединилось в действи­
тельности. И чтобы не увязнуть в попытках формулировки чрез­
мерно педантичных определений, мы сразу введем понятие класса 
соединяемых систем, а затем уже на нем определим различные 
операции соединения.

Для любого объекта Vi = Уц X  . . .  X У in договоримся 
обозначать через Vi семейство компонентных множеств Уь Уг =  
=  {Ул» • • •» У т}‘ Пусть теперь Si с: Xi X  Yt  — общая система 
с объектами

X i =  X { Xi j :  j  е  I - i } ,  Y i =  X  { Yi j :  j  6 h i } -

В общем случае некоторые, но далеко не все компонентные мно­
жества Xi  могут служить для реализации соединений. Обозначим 
через Zxi декартово произведение таких компонентных множеств, 
так что запись Xij  ^ Zx. будет обозначать, что Xij  есть компонен­
та декартова произведения Xi  и может служить для соединения. 
Обозначим затем через X* семейство компгаентных множеств Zj, 
не принадлежащих X* = {Xiji Xij  в Xi и Xij   ̂Zx.}, а через 
X* — декартово произведение множеств из X*, X* = 
= X {Xiji Xij  в X*}. Теперь мы можем представить входной 
объект системы Si как произведение двух составных компонент: 
Xf = X* X Zx.. По аналогии обозначим через Zy. декартово 
произведение выходных компонент, которые могут участвовать 
в соединении. Теперь из каждой данной системы Si с: Xi X Yi 
можно образовать, вообще говоря, много «разных» соединяемых 
систем S iz CZ (Х| х Zx.) X (Y* X Zy.), отличающихся друг от 
друга выбором Zx. и Zy., Взаимосвязь между системами Si, опре­
деленными над Xi и Yi, и системами Siz, определенными над 
X*, Zx., Yi и Zy., очевидна. В обоих случаях мы в сущности 
имеем дело с одинаковыми системами, отличающимися одна 
от другой только возможностями соединений.

Определим в связи с этим класс соединяемых систем
Sz — {Six'. Six CZ ^  Zx.) X  X Zy.)} 

и введем в нем некоторые операции соединения.

Определение 1.1. Пусть операция о : S^ X Sz=^Sz  такова, что 
S^oS^ = S q, если

Для того чтобы это и все последующие определения соединений дей­
ствительно однозначно определяли систему, необходимо дополнительно 
договориться, что в системах, получаемых в результате соединений, для даль­
нейших соединений остаются лишь Z-компоненты объектов, не помеченных 
звездочками. — Прим. перев.
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S i C ^ X i X  (Y* X Z*.), d  (Xt  X Z J  X У2,
5з <= (Xj X X*) X (Yt  X у 2), Z*. = Z y , = Z \

и
((«1, а:г). (j/i. Уг)) € <5з <t̂ > (3z) ((a:i, (i/i, z)) 6 Si&{{x^, z), y^) g S^). 
Тогда операция о называется каскадным соединением (или каскад­
ной соединяющей операцией.)
Определение 1.2. Пусть операция + :  X Sz такова, что
Si +  означает следующее:

с: (XJ X Z*.) X F i, c= (X* x Z*.) x  Y^,
5з cr (X* X XJ X Z) X (Fi X Y^), Z*. =  Z*. =  Z

и
((Xi, ^2, z), (^1, Уа)) 6 <5з <=> ((Xi, z), yi) 6 Si&.{{x^, z), уа) €

Тогда операцию 4- называют параллельным соединением (или 
параллельной соединяющей операцией).
Определение 1.3. Пусть ^  — отображение Sz~^ S^, такое, 
что f^iSy) =  где Si cz (X* X Z*) X (У* x  Zy), & S^ a  X* X 
x Y * , Z ^  = Z y = Z n

{x, I/) 6 <=> (3z) ({(x, z), {y, z)) e Si).
Тогда отображение ^  называется замыканием обратной связи 
(или операцией замыкания обратной связи) )̂.

Несколько примеров использования операторов соединения 
приведены на рис. 1.1. Следует отметить, что эти операторы можно 
было бы определить и другими способами. Например, вместо 
того, чтобы определять замыкание обратной связи для одиночной 
системы и соединять ее выход с входом, как показано на рис. 1 .1 , 
можно было бы предположить, что в цепи обратной связи должна 
быть еще одна подсистема, как показано на рис. 1.2. Однако 
три основные операции, введенные в определениях 1.1—1.3, 
исчерпывают в различных комбинациях большинство интересных 
случаев, и в этом смысле их можно рассматривать как прими­
тивные. Например, соединение, изображенное на рис. 1.2, как 
следует из рис. 1.3, можно представить в виде

Обратите внимание на то, что операции о, +  и определены 
выше как частичные функции. И хотя сделать их полными можно, 
для простоты мы не будем здесь заниматься этим.

Заметим, что, согласно примечанию на стр. 202, определенная подоб­
ным образом система, получающаяся в результате замыкания обратной свя­
зи, не может соединяться ни с какой другой системой. Чтобы избежать этого, 
определение 1.3 пришлось бы модифицировать, введя «условный» оператор 
^Z» действующий на системы с входными и выходными объектами X* х  
X ^ x X Z  и Y* X Z y X Z  соответственно. — Прим. перев»
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Если операция (iSj о 5а) «5 3 определена, то справедливо равен­
ство (iSio5a)o5g =  Sio{S^oSa). В действительности, если Si, 5 ,

Хг

X ,-

Хг*

с
-------X t --------------------------- ^

7  7
^2

Каскадное соединение

‘Гг

1

52

♦Z  ^

1• J

- Y f

-Уг

Рис. 1.1.

И Ss определяются следующим образом: 
i5i CZ X (1^1 X 

5а (Г { X t  X Z*.) X ( Ц  X 

5 ,  с  (X I  X Zx.) X У з.

Zŷ  =  Zjc, =  Z и Zy, =  Z*, =  Z',
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ТО

{Xi, Xj, Жз, j/i, у г. Уз) € (SioS^ySs  <=>
<^(3z) (3z') ((Ж1, У1 , z) 6 Si&{x^, z, уг, z') 6 S ^ ixg ,  z', y^) £ ^ 3) <=i>

C i>  (x i, Жг, Жз, г/i ,  Уг. Уз) 6 S A S ^ ^ S ^ ).
Аналогично,

(5i +  5,) 4 - 5з =  5 , +  (5, +  5,), 

если определены обе части этого равенства.

Y*

Si

Рпс. 1,2.

У операции © нет единичного элемента. Однако единичные 
элементы можно определить и для входного, и для выходного

Ŝ iS, 0 S2 )
1
1

1
1
1

1 ^
1----- ]----

11
•У. 2̂

1
11
1
1

11_ ,  . .  . .
1
J

►7*

Рис. 1.3.

объектов: / ,  с . 'Х  X X, / ,  =  {(ж, х): x ^ X ) v i I y C z Y  x Y , I y  =  
— {(У> у)' У 6 Это позволяет для любой заданной системы 
S X  X  Y  определить ее левую ~^S c z Y  х  X  ж правую S~^ cz. 
<zY X  X  обратные системы, потребовав, чтобы

-^SoS  =  / ,  и SoS-^  = 7 * .



Назовем функцию /, определенную на некотором семействе 
подмножеств Xi множества X функцией выбора, если /  (Хг) d  
Тогда мы сразу приходим к следующим очевидным утверждениям:
Предложение 1.1. Для системы 5 с: X х  5̂  существует правая 
обратная система с ;У  х  X в том и только в том случае, 
когда найдется такая функция выбора /: {S (х):

ЩЗ) ,  что {/ (5 (х))} C\S (х') = 0  при любых х'  ̂Ф  х, где 
S (х) =  {у: {х, у) e S } .

Предложение 1.2. Пусть Y  =  %(5). Тогда для существования 
у системы S а  X X  Y  левой обратной системы ~^S cz У X  X 
необходимо и достаточно, чтобы нашлась такая функция выбора 
/: {{у) S: у (S), что {/ {(у) S)} П (у') 5 =  0  для
любого у' ф  у, где (у) S =  {ж: (х, у) ^ S}.

Роль единичного элемента для операции +  играет пустая 
система 0 .  Три рассмотренные операции взаимосвязаны. Напри­
мер, ^  {Si°S^) =  ^  (S 2°Si), если только обе части этого равенства 
имеют смысл.

Рассмотрим теперь, как меняются некоторые свойства под­
систем в результате их соединения. И прежде всего обратимся 
к вопросу о неупреждаемости. В этом плане важное значение 
имеет следующее предложение:
Предложение 1.3. Если системы с: X  (У": X  Z) и а
с :(Х , X  Z) X  неупреждающие, то неупреждающей является 
и система = SioS^-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (уц z) =  (piy (q, Xj), piz(ci, ®i)) 
и Уа =  Pa (®2> ^)) задают неупреждающие представления вjipo- 
странстве глобальных состояний. Предположим, е̂то ( ^ i ,  х ^ _  \ Т *  —  

=  {х[, X,) 1 Тогда Уг\Т^ = у[ \Т*  и z | =  г' | Г‘,_где
(у[, г') =  (pis, (ci, xj), pi, (ci, x[)), И, следовательно, y^ \ P  -  
=  !/' I 7’̂  где y’i =  Pa (ca, (a:', z')). Значит, система SioS^ являет­
ся неупреждающей, ч. т. д.

Предложение 1.4. Если системы Si <= (Xj X  Z) X  Y  и cz 
(=. (Za X  Z) X  Y  неупреждающие, то неупреждающей будет и сис­
тема 5з =  iSi +  i5a-
Предложение 1.5. Предположим, что система S cz (X X Z ) x ( Y x Z )  
неупреждающая и такая, что (у, z') = (ру (с, х, г), {с, х ,  —
неупреждающая реакция системы. Тогда, если уравнение z \ Т — 
=  рг (с , X, z) 1 Т ‘ при любых (с, х )  И t имебт единственное решение 
относительно z | Г*, то неупреждающей будет и система .F  (S).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно определению операции ^  (5),

{х, у) 6 {S) (3z) (((ж, z), (г/, z)) 6 *5) <ф-
(3z) (Зс) {у = Ру {с, X , z) & Z  — Рг (с, X ,  z)).

Так как уравнение z =  (с, а:, z) при любом {с, х) имеет отно­
сительно Z единственное решение, обозначим его через ф (с, х),
Z =  ф (с, х) <=> Z =  рг (с, X , z). Тогда

(х, у) е ^ { S )  <=> (Зс) (г/ =  pj, (с, ж, ф (с, х))).

Пусть теперь р (с, л:) =  pj, (с, ж, ф (с, х)). Если реакция р {с, х) 
неупреждающая, то утверждение теоремы получается без труда. 
Пусть X  \ Т* = х '  I Г*, Z =  рг (с, X , Z) и z' =_рг (с, х ' , \'). В СИЛу 
неупреждаемости р^ мы имеем р^(с, х ' , z) \ Т* =  рг {с, х, z) \ Т*. 
Но тогда ф (с, х') I Г' =  ф (с, х) | Г*. Так как реакция pj, neynpejK- 
дающая, то справедливо и равенство р (с, х) | Г' =  р {с, х') j Г*, 
ч. т. д.

В качестве примера использования предложения 1.5 рассмот­
рим систему, схематически изображенную на рис. 1.4 и описывае­
мую соотношением

( ( X ,  Z), {у, Z')) е 5 (3у{0)) {у it) = z'{t) =  уф) -f I  (x-fz)df).
О

Реакция этой системы в пространстве глобальных состояний 
имеет тогда следующий вид: ^

рг(с, X, z) =  z ' < = >  z \t)  = с +  ^ {х +  z) dt,
о

а значит, у1швнение z \ f ^  = p̂  (с, х, z) | Т* имеет единственное 
решение z | Т* при любых (с, х) и t.

Поэтому, согласно предложению 1.5, эта система должна 
остаться неупреждающей и после того, как будет замкнута обрат­
ная связь. В этом нетрудно убедиться, если заметить, что после 
замыкания обратной связи система должна описываться соотно­
шением

{X, у )  6  . г  ( 5 )  <?=> (3 z )  (((гг, Z), {у, Z))  б  S)
t

(3z) {Зу (0)) {у (t) =  Z (О =  Э (0) +  5 (X +  Z) dt)

о
<=i> dyldt=^x-\-y.
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Все три операции соединения сохраняют линейность системы. 
Напомним, что линейные системы определяются на линейных 
пространствах.

Ŝ (S)

Рис. 1,4
Предложение 1.6. Предположим, что системы Si я линейные. 
Тогда системы iS'ioS'g, Si +  w. ^ { S i )  тоже будут линейными, 
если только они определены.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем это утверждение лишь для 
операции замыкания обратной связи. Итак, пусть Si cz (X X Z) X 
X {Y X Z). Тогда если (х, у) 6 ^  (^i) и {х\ у') 6 ^{S i) ,  то суще­
ствуют такие Z G Z и z' ^ Z, что {х̂  z, у, z) 6 и {х\ z \  у \  z') ^ 
^ Si. Но поскольку система Si линейна, отсюда следует, что 
и {х +  х \  Z z \  у +  у \  Z z') 6 Si. Но это в свою очередь 
означает, что {х +  У +  у') 6 Аналогично доказывает­
ся, что (otx, ay) 6 где а  ■— скаляр, и, значит, система ,^ {S^
линейна, ч. т. д.

В последующих параграфах »ш будем рассматривать функ­
циональные системы. Напомним в этой связи, что

Для упрощения обозначений вш будем писать (х« z) вместо 
((л, z), (у, %)).



(i) система S cz X X Y  называется функциональной тогда 
и только тогда, когда

{х, у) е S &{х, у') е S у = у';
(ii) система S cz X х  Y  называется взаимно однозначно функ­

циональной тогда и только тогда, когда S функциональна и
{х, у) e S  & {х\ у) е S =^х = х \

Предложение 1,7. Если системы Si и S 2 функциональны, то функ­
циональны и системы 510152 и Si S 2 при условии, что они 
определены. Более того, каскадное и параллельное соединения 
сохраняют свойство взаимно однозначной функциональности.

Однако в общем случае операция замыкания обратной связи 
функциональности не сохраняет.

Предложение 1.8. Предположим, что система S а  (X х  Z) X 
X (У X Z) функциональна. Пусть

S (х) =  {z: (Зу) ({х, Z, у, 2) 6 S)},
S (х, у) =  {z: (3z') {(х, Z, у, z') 6 S)}.

Тогда система ^  (S) функциональна в том и только в том случае, 
когда для каждого х в X
(G1) (3y)(S(x)  , ^S ( x , y ) ) .
В частности, если для системы S выполняется условие 

(ж, Z,  y,z)  &  {х, z ' ,  у', z') e S  =>z =  z',
TO система ^  {S) также функциональна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что условие (С1) вы­
полнено. Предположим также, что {х, у) ^ ^  (S) и (х, у') g F  (S). 
Тогда должны существовать такие z и z', что (х, z, у, z) и (х, z', у', z') 
принадлежат S,  а значит, z^^ S (х) и z' 6 5 (х). Согласно усло­
вию (С1), существует такое у, что z 6 5 (х, у) п z’ ^ S (х, у), а это 
значит, что для некоторых z и z' должны выполняться включения
(х, Z , у, z) ^ S и {х, z ' , у, z') ^ S. А так как система S  функцио­
нальна по предположению, то из {х, z, у, z) ^ S  и (х, z, у, z) 
следует, что у = у. Аналогичное рассуждение показывает, что 
у' =  у. Следовательно, у =  у'.

Обратно, предположим теперь, что система функцио­
нальна. Выберем произвольное х ^ X. Если не существует тако­
го у, что (х, у) 6 ^{S) ,  то S (х) = 0 . Тогда утверждение S (х) с.  
C.S {х, у) очевидно. Предположим, что (х, у) 6 ^ ( S ) .  Выберем
1 4 - 0 2 9 6
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теперь произвольное z ^ S (х). Тогда всегда найдется такое у, что 
{х, Z, у, z) 6 S. Но так как система ^ { S )  функциональна, то у = у 
и, следовательно, z ^ S {х, у), ч. т. д.

2. ПОДСИСТЕМЫ, ЭЛЕМЕНТЫ И ДЕКОМПОЗИЦИЯ

Определить понятие подсистемы можно многими разными 
способами. Здесь мы введем лишь те из этих понятий, которые 
показались нам наиболее многообещающими с точки зрения 
приложений.
Определение 2.1. Пусть S с: X  X  Y  — общая система. Подсисте­
мой этой системы будем называть любое подмножество S' а  5 , 
5 ' d  X X 5̂ . В свою очередь элементом S* системы S  мы будем 
называть такую систему, из которой с помощью основных опера­
торов соединения можно получить исходную систему S (возмож- 
но, используя при этом и некоторые другие системы).

Необходимо отметить, что в приложениях термин «подсистема» 
используется для обозначения целого спектра совершенно раз­
личных понятий, в том числе и для того, что мы назвали в опре­
делении 2.1 элементом системы. Интерпретируя результаты этой 
главы, мы не должны забывать об этом.

Прежде всего изучим взаимосвязь между понятиями элемента 
и системы.

Для двух заданных систем Si cz Xi X и  
введем операторы проектирования:

П^: (Z i X Ха) X (Ух X Г г) ( ^ i  X Yj)

П2' ( X j  X Х2) X (Гх X Y ^ —у  (Х 2 X Y ^ ,

такие, что
ITj(a:i, Х2, У\, 1/2) (^1 * Ух) ® П 2(х 1 , х^, ух, У2) =  (x^i J/a)-

Пусть, кроме того, S с  (Xj X Xj) X X Y
Определение 2.2. Две системы Si =  ni(>S) и 1S2 =  nj(iS) считают­
ся невзаимодействующими (относительно S) тогда и только тогда, 
когда S = Si +  S^, в этом случае (ni(5), П2(5 )) называется 
независимой декомпозицией системы S.
Определение 2.3. Независимая декомпозиция (5i, . . ., 5„), где 

Sfi +  . . .  +  Sn = s, называется максимальной тогда и толь­
ко тогда, когда для любого Si не существует (нетривиальной) 
независимой декомпозиции.

Небезынтересно выяснить, обладает система максимальной 
независимой декомпозицией или нет. Очевидно, что, если объекты
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системы образованы конечным числом компонент, т. е. Z =  
X . . .  X и У =  У1 X . . .  X Утп для некоторых п и т ,  

то для нее существует максимальная независимая декомпозиция. 
К этой проблеме мы еще вернемся в § 4, рассматривая контуры 
обратной связи.

Пока же рассмотрим основные декомпозиции на элементы*
Предложение 2.1. Любая система S с: {Х^ х  Х^) X (5̂ i Xtl^2) 
допускает декомпозицию S =  ^ { 8 1 0 8 2 ) в соединенные каскадно 
и охваченные обратной связью элементы, где Si а  (Х^ X Zi) X 
X (^ 1  X <̂2)? S 2 Cl (Х2 X Z 2) X {Y2 X Zi), a Zj и Z 2 — ведомо- 

гательные множества (рис. 2 .1).

-Уг

Рис. 2.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х  Y^, а =  Zj х
X Y^, и пусть

((^1» 2i), (1/1 , Zj)) 6 Si (Xi, аГг, z/i, у̂ )  ̂ S&z^ =  (xj,
где Zi =  {х ,̂ 1/2). Пусть, кроме того,

( (^ 2* ^г)* (j/г* ^ i)) 6 ^ 2  -<= ‘̂ (x j, X j, 1/1, У2) ^ 1? &  Zj =  (x j,  1/2))

где Z2 =  (Xj, i/i). Предположим, наконец, что S' =  .^(Si°S^). 
Тогда
(Xi, X2, г/i, i/2)e'5'<=>

(3zi) (3 Z2) ((Xi, Zx, l/i, Z2) 6 5i&  (X2, Z2, г/2, Zx) 6 ‘S'2))

(3 {x'„ y[)) (3 (x;, y[)) ((Xx, x;, i/x, г/;) 6 5 & (x;, .vi) =
=  (^1* J/i) ^  , 1/2) ^ S '  &  (x^ , z/j) =  (x 2 , 1/2)) <=i>-

< = >  («1* ^2, г/х, j/2) 6 S ,  4.  T. Д.

Предложение 2.2. Каждая система 5 с  (Zj х Х^) х  (Fx X Г*) 
допускает декомпозицию в соединенные каскадно элементы, как 
это показано на рис. 2 .2 .

14*
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Рис. 2.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Z = X и пусть систе­
ма iSj CZ Zi X (Ух X ^i) такова, что
(^1- (г/i, z)) € <=> (3 (^2, i/a)) {{Xi, х^, у1 , у^) е S' & z = {xi, yi)).
Пусть, кроме того, система с: (Zj X Z) x Y ^  удовлетворяет 
следующему условию: для г =  (ж̂ , у^

((Xj, z), I/j) ^ <=> (Xi, X^, yi, Z/2) 6 S .
Ho тогда

{xi, ®2, yi, У2) e о ^2 (3z) ((^1, z/i, z)^S i&  (Ж2, z, У2) e S 2)
^[i3z)(3{x'„y,) )  { { x u x l y u y d ^ S

& Z =  ( X i ,  У ] )  &  (X2, Z, У2) € *̂ 2) •*=>
<=> (3 (ж;, y' )̂) ((xi x;, i/i, I/;) g 5  

& (â i, «2. Ui, У2) ^ S ) < ^
<?=> (â i, X̂ , Уи У2) g 5, 4 . T. Д.

Предложение 2.3. Пусть S a  {Xi x  Х^) X (Y^ X Y 2), и пусть 
S (x) =  {i/: (x, y )e  S),  где X = X^ x  X^, a Y  = Yi x  Y^. Пусть,

JTi-
JT2-

■y.
-У2

■r.

■У2

Рис. 2.3.

кроме того, ni(!/i, 1/2) =  и HjCi/i, 1/2) =  1/2- Система 5 допу­
скает декомпозицию на системы Si и S 2 , как это показано на 
рис. 2.3, в том и только в том случае, когда для любых х в 3)(S) 
справедливо равенство S(x) =  n i(5  (х)) х  П^С  ̂(х)).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что S{x) =  IIi(i5(a:)) X 
X П2 {S (х)) для любого X ^ SDIS). Обозначим через с  Z х 
систему, такую, что

Уг) e S i < ^  (Зуг) У̂ ) 6 S),
а через S ^ c z X  х ^ 2  — систему, такую, что

У2) e S i  (3i/i) {{х, у1 , 1/2) 6 S).
Совершенно очевидно, что

( ^ 1  Vi') У2) 6 <5 (х, i/i) ^ Si & (х, У2) 6 ‘S'2.
Обратно, предположим, что (х, Уг)  ̂Si&(x, у̂ ) в Ŝ . Тогда 

У1 € П1 (5  (х)) и 1/26 Пз (S (х)), т. е. (i/i, у^) 6 S{x), поскольку 
S(x) =  rii(5(x)) X П2(5 (ж)). Следовательно, (х, у ,̂ у^) g S.

Предположим теперь, что 5j с  X X У, и си X х  Y^,
реализующие указанную выше декомпозицию, суш;ествуют. Очевид­
но, что 5(х) сг П1(5 (х)) X П2(|5 (х)). Выберем тогда произволь­
ные У1 G ni(5'(x)) и 1/2 € П2(5 (х)). Но тогда (х, у{) 6 и (х, 1/2)6 
6 <>2 и, следовательно (х, z/j, у̂ )  ̂S, ч. т. д.
Предложение 2.4. Любая система S cz X X  Y  допускает деком­
позицию, изображенную на рис. 2 .4 , где

(х, х') е i?* 5 (х) =  5 (х'),
(у, у') e E y < ^ ( y ) S  = {у') S,

причем S  (х) и (у) S  определены в предложениях 1.1 и 1.2, 
а Т1̂ : Х - ^  Х 1Е^ vi у-. У Yl Ey  — канонические отображения, 
Т- е. ([г/], у) е С4> [г/] =  tij, (у).

о Х!Е^ У/Еу
о S

Рис. 2.4.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S' с  (XIE^) X  (Y/Ey) опре­
деляется условием

([а:], [у]) 6 *5' <=> (Ех) (Зу) (х G Ы & у 6 [j/l & у) 6 *5).
Покажем тогда, что

(Vx') (Vy') (х' б 1х]&у' 6 [»]&([х], [у]) е 5 ' (х', у') е S).

Предположим, что х ^[х]  и у ^ [г/] таковы, что (х, у) 6 S. 
Существование таких элементов для ([х], [i/]) ^ S '  гарантируется



определением и Еу. Заметим теперь, что из х' ^ [ж] следует 
равенство S (х) = S (х'). Более того, из у ^ 5 (х) вытекает, что 

у) 6 S. Значит, х' в (у) S. Но, с другой стороны, у' 6 [у1 
и У 6 [у] означает, что {у') S  =  (у) S. Следовательно, х' 6 (у') S, 
т . е. (х', у') б S, ч. т. д.

В заключение кратко остановимся на взаимосвязи понятий 
подсистемы и системы.

Определение 2.4. Пусть St {i ^1)  — некоторая функциональная 
подсистема системы S с  X х Y, т. в. St cz S и St'. 3 ) { S ) - ^ Y .  
Если и Si = S , то {Si'. i ^ /}  называется функциональной деком-

ш
позицией системы S.

Функциональная декомпозиция системы, очевидно, эквива­
лентна ее представлению в пространстве глобальных состояний. 
Поэтому такая декомпозиция всегда возможна и неединственна.

Определение 2.5. Пусть =  {S^t: г G и г 6
две функциональные декомпозиции системы S с: X X Y.  Опре­
делим для всех таких декомпозиций отношение порядку след;^- 
щим образом: ^  тогда и только тогда, когда ^  S^.
Тогда если декомпозиция S q удовлетворяет условию, что для 
любой функциональной декомпозиции 5а системы S

^  ^  ^ 0  —
ТО So называется минимальной функциональной декомпозицией 
системы S,

Не составляет ни малейшего труда показать, что любая конеч­
ная система допускает минимальную функциональную деком­
позицию.

3. СИСТЕМЫ С ОБРАТНЫМИ СВЯЗЯМИ

В этом параграфе мы будем рассматривать системы с обрат­
ными связями, типа изображенных на рис. 3.1. Такая система 
в целом описывается отношением

S с^{Х X Z ^ )  X { Y  X Z y ) ,

а~ее элемент обратной связи — отношением
S f  CZ Z y  X Z ^ .

Обозначим через S b множество всевозможных пар «вход —

214 Гл, X . Соединения^ декомпозиция и автономность



3. Системы, с обратными связями 215

S b =  {( .̂ у)- (3 (2, z')) (((ж, z), {у, z')) 6 <5)}.
Обозначим также через St класс всевозможных элементов в кон­
туре обратной связи:

St =  St с  Zy X 2*}.
Будем обозначать через отображение S t-* -S ,  если

(St) =  ^{S oS t).

Для любого фиксированного элемента в контуре обратной 
связи отображение определяет получающуюся систему в целом,

выход» системы <5 из X X т. е.

Рис. 3.1.

так что можно рассматривать как описание последствий вве­
дения обратной связи. Некоторые важные с принципиальной 
точки зрения свойства доказаны в следуюпщх предложениях:

Предложение 3.1. Для любых St 6 Sf справедливо включение
(St) а  S b .

Д о к а з а т е л ь с т в о .

(х, у) € {St) (х, у)  6  (SoSt)  < = >

> (3z) (((х, z), (у, z)) 6 SoSt)

> (3z) (3z') (((x, z), (y, z')) 6 5 & (z', z) 6 5t)

( x ,  y) €  S b , Ч. T. Д.



Предложение 3.2. Предположим, что отображение П (Sb) Si 
таково ‘), что

(г', Z) 6 <5̂ , (S') (3 (X, у) б S') {((х, z), {у, г')) € S),

Тогда S' а  (с5̂  ̂ (S')). Если S удовлетворяет при этом соот- 
ношению

(G1) (ж, 2, у, z ' ) e s  & {х, Z, у, z ' ) e s= i^  (х, у) =  (ж, у),
то (S')) = S' S' i^ s ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В общем случае из S' cz Sb следует 
(х, y ) e S ' = ^  о  (z, г')) {{х, Z, у, z ' ) e s &  (z’, z) б (S')) =>

= >  ( X ,  у) 6 {S')).
Предположим, что условие (С1) выполнено. Очевидно, что 

(<5̂S {S')) = S' ^  S' ^ ^  (^«)» и, следовательно,
(Х, у) е (S')) ^  ( 3  (г', г)) {{z', z) € <5̂* (5') & {х, z, у, z') 6 S)=^

=> (3 (z', z)) (3 (x, y)) ((i, y)^ S ' & (x, z, y, z')6 

^ S & (x, z, y, z ) ^ S) =>- (x, y) =  (x. I/) 6

(b силу условий теоремы).
Но это значит, что поскольку в общем случае справедливо 

соотношение S' а  {S')), то имеет место равенство S' =
=  ( 5 ' ) ) ,  ч.  Т. Д.

Пусть теперь StB =  {(z', z): (3 (х, z/)) ((х, z, у, z') g S))czZy  x  
X Zjc, и пусть

5? =  {St: S f  d S t s ) .
Предложение 3,3* Предположим, что для системы S выполнено 
условие

(х, Z, у, z') ^ S & (х, Z, у, z ') ^  S  (z, z') =  (z, z').

Тогда сужение на S*, т. e. | Sf,  является взаимно однознач­
ным отображением, и если 5 ' =  (Sf), то Sf  =  <5®* (5").

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что если S'  =  (5*), то
(z', z) 6 <5̂* (S') <=> (3 (x. I,)) ((x, y) e 5'& (X, z, y, z') 6 5) 
_____ (3 (X, y)) (3 (V, z)) ((z', S) 6 Sf & (X, i, y, i') 6

1) Здесь, как и раньше, П(5в) означает множество подмножеств мно- 
Жества S ^ ,— Прим, лерев.
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6 5  & (ж, Z, у, z')

(z', z) =  (?, z) e Sf, Ч .  T. Д.

Обратимся теперь к содержательным интерпретациям предло­
жений 3.1, 3.2 и 3.3. Важные свойства обратной связи и тех

о ч

Рис. 3.2.

последствий для систем, к которым приводит замыкание в них 
обратных связей (например, с целью решения проблемы развя­
зывания), можно изучать, исследуя свойства В этой связи 
предложение 3.1 указывает на то, что введение любой обратной 
связи всегда приводит к сужению множества 5jg. Для того чтобы 
проиллюстрировать значение предложения 3.2, рассмотрим слу­
чай обратной связи системы, определенной на линейном простран­
стве и представленной на рис. 3.2. Итак, пусть S а  (X X Z^) X 
X (У X  Z,), Z ,  = X, Z ,  = У и

(х, Z, у, z') е S у&(х  +  Z, I/) 6 Si.

Поскольку пространство X  является линейным, на X  определена 
операция сложения. Предположим теперь, что система S функцио­
нальная (например, зафиксировано ее начальное состояние), 
а ее пространство входных воздействий приведено, так что Si 
является взаимно однозначным отображением. Таким образом, 
все условия предложений 3.2 и 3.3 выполнены. Предположим, 
кроме того, что 5 ' является произвольной подсистемой системы 
S в, S' CZ S в- Тогда предложение 3.2 дает условия, при которых S' 
можно получить из 5 в результате введения обратной связи. 
При этом S'  можно получить из S  тогда и только тогда, когда 

{S')) = S ' , Более того, если такой способ синтеза S'  
возможен, то требуемая обратная связь определяется отображе­
нием ('S")* Но этим мы еще займемся подробнее в § 4.



Дополнительные свойства отображения отмечены в сле­
дующих предложениях:
Предложение 3.4. является изотопным гомоморфизмом
т. е. ^  Г . (Sf) ^  (50.
Предложение 3.5. является изотопным гомоморфизмом, т. е. 
S'  ^  S '= ^ ^ s { S ' )  ^  <SPsCS')-
Предложение 3.6. Предположим, что система S удовлетворяет 
условиям предложения 3.3. Тогда класс систем, которые могут 
быть построены из 5 в результате введения обратных связей, 
замкнут над S в относительно оператора о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть J  = ® П (5 д) П (S' в).
Согласно предложениям 3.4 и 3.5, иг S' ^  ^  S в следует, что
J  (S') ^  J  (S'). Предложение 3.2 показывает, что S' ^  J  {S') для 
любых S' ^  S в- Более того, поскольку {^s (S')) 6 S { ^ s )  
при любом 5 ', то из предложения 3.2 вытекает также, что J J  (S') =  
=  J  {S') при любых 5 ' ^  5 д. А так как J  {S') = S'  <=> S'   ̂
то {Ф^  замкнуто над 5^, ч. т. д.

4 , АВТОНОМНОСТЬ И ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ 
УПРАВЛЯЕМОСТЬ

В настоящем параграфе мы зададимся целью получить необ­
ходимые и достаточные условия автономности системы, достигну­
той с помощью введения обратных связей. Решение этой задачи 
можно рассматривать как иллюстрацию возможностей аппарата 
общей теории систем, развиваемого в этой главе. Аналогичным 
путем можно подойти и ко многим другим системным задачам, 
если они по своей сути носят структурный или алгебраический 
характер.

(а) Автономность функциональных систем
Рассмотрим систему 5 с= (X X X (У X в цепи обрат­

ной связи которой включен элемент S \ (^ Z y  X  как это пока­
зано на рис. 4.1. Более того, предположим, что выполняется 
условие
<Р1) {х, z^, у, Z y )  ^ S у =  Z y

и что, следовательно, Zy =  Y.  Иными словами, мы будем рас- 
сматривать систему с обратной связью, определенную на 
{X X  Z^) X  У, а не на {X X  Z^) X  (Г X  Zy), Поэтому исполь-

То есть гомоморфизмом, сохраняющим порядок. — Прим* перев.
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зуемое далее обозначение .<f(SoSt), где St c z Y  х  Z*, не совсем 
соответствует нашим прежним определениям. Однако ради про­
стоты обозначений мы позволим себе пойти на это.

Рис. 4.1.

Прежде чем решать задачу об автономности, установим неко­
торые дополнительные свойства систем с обратной связью.
Предложение 4.1. Рассмотрим систему с обратной связью S cz 
а  {X X Z„) X Y,  в контур обратной связи которой включен 
элемент St с. Y  х  Z^. Предположим, что

(i) системы St и (St) функциональны, т. е. что St'-

(ii) система S удовлетворяет условию
(Р2) (х, Z, у) 6 S& {х, Z,  у) е S X = х'.
Тогда функциональная система (St)- (X) Y  является взаим­
но однозначной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что (St) (а:) =  у 
и (St) {х') = у- Тогда

(3z) ((ж, Z, у) е S&Z =  St (у))

(3z') Цх', z', у) € S&Z' =  St (у)).
Следовательно, z =  z', а в силу (Р2) отсюда следует, что х =  х',
ч. т. д.

Используя предложение 4.1, мы можем доказать следуюпщй 
фундаментальный результат:



Предложение 4.2. Предположим, что
ф  система S является функциональной, S: 3 }{S ) -^Y ;

(и) система S  удовлетворяет условию (Р2);
(iii) система S  удовлетворяет условию

(РЗ) {х, Z, у) ^ S& {х, z', у) ^ S Z = z'.

Пусть S с  П (Y X Zx) есть множество всех функциональных 
элементов в цепи обратной связи, определенных на У х Z*, 
т. е. пусть 5(1 S{St) Zx таково, что система ^ ( S - S t )  функ­
циональна. Обозначим через S  произвольную систему S X  х  Y,  
а через К (X, Y)  — семейство подсистем системы S, таких, что
^  (X, У) = {S': S'  сг15&|5"функциовальна и взаимно однозначна.}.

Тогда Г . (St) = К {X, У) В том и только в том случае, когда 
S =  S S ,  где

S в = {{х, у): (3z) {{х, Z, у) е 5)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала необходимость. 
Предположим, что Fs (St) =  К  (X, У). Выберем произвольное 
{х, у) е S. Поскольку Fs {St) = К (X, У), а \] К  (X, У) =  S, 
заведомо существует такое St ^ §t, что (х, у) 6 {St), т. е.
(3z) {{у, z) ^ St & {х, Z, у) 6 S). Значит, (ж, у) ^ S в- Выберем опять
произвольное {х, у) ^ S в и потребуем, чтобы (3z) {{х, z, у) g S).
Пусть Sf =  {(у, z)}. Покажем, что St 6 St. С этой целью заметим, 
что если (х, у) 6 .F(5o5() и {х, у') е .f^{SoSt), то у = у = у \  
т. е. система .^{SoSt), очевидно, функциональна. Более того, 
функциональна и система St. Поэтому St 6 St. Но тогда, естест­
венно, (х, у) е JF, (St). Так как (St) =  К {X, У), отсюда 
следует, что (х, у) ^ S.

Перейдем теперь к доказательству достаточности. Предполо­
жим, что S = S в- Выберем произвольное S'  6 {St). Тогда
найдется такая система St 6 St, что S' = {St). Система S'
функциональна в силу сделанных предположений относительно St  
и удовлетворяет соотношению S ' c: S b = S, поскольку S' =  
= ^  {S -St). Но, поскольку в силу предложения 4.1 система S'  
еще и взаимно однозначна, она должна принадлежать К {X, У).

Выберем теперь произвольную систему S' ^ К {X, У). Из 5 =  
= S в следует, что S'  (= 5 в- Предположим, что St =  {S'), т. е.

St =  {{у, Z) :  (3z) ((X , у) е  S'&{x, Z, у) 6 S)},
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и пусть {у, z) е Su {у, z') 6 St. Тогда
{1х) (?х') ((X, y ) ^ S ' &  (х', y ) e S ' &  (х, z , y ) ^ S &  ix', z', у) 6 S).
Так как S'  взаимно однозначна, то а; =  х ' . Но тогда из условия 
(РЗ) вытекает, что z — z'. Следовательно, система S  функцио­
нальна. Остается показать, что ^{S°S t)  = S'. Действительно,
^ {S.5,) Э{^,У)<^  (Эг) ((X, z , y ) ^ S &  {у, Z)  g St) ■
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(3z) iy = S (x , z )&  (3i) {y = S '{ i )& y  = S {X, z))) <=>
(3z) (Зж) (y = S {x, z)&y = S' { x ) & y ^ S  (x, z))<?=>
(3z) {y = S{x , z )& y  = S' (x)),

поскольку из (P2) следует, что x = x <=> (x, у) ^ S ' , и поскольку 
S' d S  в- Таким образом, ^(SoSt) = S', где S'  функциональна 
по определению. Но тогда St 6 St, откуда S'  6 (St), ч. т. д.

Предложением 4.2 мы воспользуемся для решения задачи 
об автономности многомерных систем. Но прежде нам придется 
ввести строгое определение понятия автономности и понятия 
функциональной управляемости.
Определение 4.1. Общая система S X х Y  называется функ- 
ционалъно управляемой тогда и только тогда, когда

(VI/ 6 Y) {Зх 6 X) ( { X,  у) es).
Определение 4.2. Многомерная общая система S cz (Х^ х  . . . 
• • • ^п) X Zx X X  . . .  X Y„) называется автономной в ре­
зультате замыкания обратной связи тогда и только тогда, когда 
найдется такая система с обратной связью с= (Fj х  . . . X У„) X 
X Zjic, что

n S o S t )  = s ^ +  . . .

где все Si cz Xt х Yt  (i =  1, . . n) функционально управ­
ляемы.

Понятие автономности, введенное в определении 4.2, означает, 
что после введения подходящей обратной связи каждая из состав­
ляющих выходного сигнала, например может быть изменена 
лишь за счет изменения соответствующего входного воздействия Xi, 
причем это изменение Xi никак не скажется на других составляю­
щих выходного сигнала. В свою очередь функциональная управ­
ляемость означает, что надлежащим выбором входного воздейст­
вия X можно добиться получения любого выходного сигнала 
(г/i, . . Уп) е У-

Определения 4.1 и 4.2 сформулированы для случая общих 
систем. Если общая система еще и функциональна, как это пред­



полагается в настоящем параграфе, то в эти определения нужно 
внести очевидные поправки. В частности, если S — многомерная 
функциональная система, т. е.

S: { Х , х  . . .  X X,) X { Y , x  . . .  X  У,),
то ее обратная связь Sf всегда предполагается функциональной, 
т. е. Ух X . . .  X Связь между двумя только что
введенными понятиями устанавливается в следующем предло­
жении:

Предложение 4.3. Пусть S — некоторая многомерная функцио­
нальная система S: [X х У, где X  =  X . . .  X Х^,
Zjc =  Zjcj X . . .  X Zjĉ  и У =  X . . • X Ууг- Если S можно 
сделать автономной с помощью некоторой обратной CBH3n]^5 f, 
то S функционально управляема, т. е.

(Vy 6 У) (3 {X, z ) e x x z , ) { y  =  s {X, Z)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через Sf, Y  ^  Z^ эле­
мент в контуре обратной связи, обеспечивающий автономность. 
Выберем произвольное у =  . . ., ^ У, и пусть x t ^ X i
таково, что Уь = Si (xt). Это возможно в силу функциональной 
управляемости 5^. Но тогда ^(SoSf) (х) = у, тле х = (х ,̂ . . .,
Это верно также и потому, что ^{SoSt) =  +  . . . -f Sn^
Следовательно, согласно определению обратной связи, найдется 
такое Z g Z^, что у = S {х, z ) n z  = St {у), ч. т. д.

Для практических приложений проблема автономности пред­
ставляет интерес в более специальной постановке. А именно, если 
задана система SqI X q-^  У, то возникает вопрос, можно ли в не­
котором смысле смешать входное воздействие с сигналом обрат­
ной связи и, подавая этот комбинированный сигнал на вход 
системы, обеспечить ее автономность. Чтобы обеспечить возмож­
ность комбинирования входного воздействия с сигналом обратной 
связи, вводится специальный элемент, соединенный с основной 
системой так, как это показано на рис. 4.2. Элемент Я  мы в даль­
нейшем будем называть входным каскадом, полагая, что Н: X X 
X Zx~^ Xq, в  этой новой постановке задача об автономности 
состоит в следующем. Для данной системы Sq, данного входного 
каскада типа Н  и заданного класса контуров обратной связи St 
найти условия, которым должна удовлетворять система Sq для 
того, чтобы нашлась такая обратная связь St 6 St, при которой 
система Fs (^f) для S =  HoSq оказалась бы автономной.

Решение этой задачи сформулировано в виде следующего 
определения:
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Определение 4.3. Входной каскад Н: X  X Z*— Xq называется 
совершенным тогда и только тогда, когда он удовлетворяет сле-

S = HoS„

—^ я Хо So

Рис. 4.2.

дующим условиям:

(V^ е X) {У/Хо е Хо) (3z е Z,) {Хо = н {X,  Z)).

Предложение 4.4. Пусть X =  х Y  = Y^ X
. . .  X Yj, и =  Zx̂  X . . .  X Предположим, кроме того,
что

(i) система S q\ X q- ^ Y  взаимно однозначна, т. е. приведена 
относительно входных воздействий;

(ii) каскад Н  совершенен и, кроме того, удовлетворяет усло­
виям

Я {х, Z) =  Н {х\ z)=^x =  х \  Н {х, Z) =  Н {х, z')=^z =  z;

(iii) St d U  (Y X Zx) —■ множество всех функциональных сис­
тем St, для которых ^{{HoS^ySt) функциональна;

(iv) мощности множеств Yi л Xi для каждого i совпадают.
Система 5 о функционально управляема в том и только в том 

случае, когда систему S — HoS q можно сделать автономной 
с помощью обратной связи из St-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с достаточности. Пусть систе­
му H oS q м о ж н о  сделать автономной с помощью обратной связи 
из St- Тогда из предложения 4.3 вытекает, что система HoS^ 
функционально управляема, т. е.

(Vy) (3 {i ,  2)) Q  =  (HoSo) (i, i)).

Положим Xo = H (x, z). Тогда последнее условие означает, что 

(Vy) (3io) (у =  (хо)),



а это как раз и доказывает функциональную управляемость 
системы S q.

Перейдем к доказательству необходимости. Предположим, 
что система Sq функционально управляема. Выберем произволь­
ные X ^ X 1S. у В силу функциональной управляемости
всегда найдется такое Xq g X, что у = S q (xq). Более того, по­
скольку каскад Я  совершенен, должен существовать и такой 
элемент z G что Xq = Н {х, z). Но тогда

(V {х, у)) (3z) ((ж, Z, у) 6 HoSo).
Пусть

S = S ^  = {{х, у): (3z) {{х, Z, у) е Яо^о)} = X X Y.

Из предложения 4.2 тогда вытекает, что (St) =  К  (X, У). 
Предположим, что система Sfi X i - ^ Y i  взаимно однозначно 
функциональна и функционально управляема при любых i ^  п. 
Такие системы существуют в силу совпадения мощности любого 
с мощностью соответствующего Xi. Но тогда 5 ' =  4- • • •
. . .  Sn S в силу предположений о структуре S, Более того, 
система S'  взаимно однозначно функциональна. Поэтому №) =  
= Si +  . . .  + Sn для некоторого контура обратной связи i5f  ̂
6 St, ч. т. д.

Обратимся теперь к исследованию линейных систем. Для 
этого частотного случая роль, аналогичную роли предложения4.2, 
играет
Предложение 4.5. Предположим, что система S удовлетворяет 
условиям (i) — (iii) предложения 4.2 и, более того,

(iv) система S линейна.
Обозначим через St подмножество множества St, определен­

ного в предложении 4.2, St cz 5f, потребовав, чтобы St ^ St 
тогда и только тогда, когда St ^ St и система Si линейна. Пусть 
S (Z. X X Y  — произвольная линейная система, а L (X, Y)  — 
подмножество семейства подсистем, определенного в предложе­
нии 4.2, L (X, Y) (Z. К (X, У), включающее в себя те и только
те системы S'  из К  (X, У), которые являются линейными.

Тогда (St) = L (X, У), если S = S в, где
S b =  (3z) {{х, Z, у) е S).

Доказательство предложения 4.5 почти дословно повторяет 
доказательство предложения 4.2 с той лишь разницей, что после 
того, как в процессе доказательства будет определен контур
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обратной связи St,  мы должны будем доказать еще и его линей­
ность. Это доказательство мы предоставляем читателю для само­
стоятельного упражнения.

Для линейных систем в качестве входного каскада Н: X  X  

X ^ 0  обычно используются каскады вида Н {х, z) = х +  z.
Как нетрудно видеть, все такие каскады являются совершенными, 
и для них, очевидно, выполняется условие (ii) предложения 4.4. 
Поэтому аналог предложения 4.4 для линейных систем может 
быть сформулирован следующим образом:
Предложение 4.6. Пусть X  =  X  . . .  X  Xj^,  У =  X  . . .  

. . .  X  Уп и Zjc =  X  . . . X  Предположим, что
(i) система S q\ X q- ^ Y  линейна и приведена относительно 

своего входного воздействия;
( i i )  5? -  с :  П (У X  Z jc ) е с т ь  м н о ж е с т в о  в с е в о з м о ж н ы х  л и н е й ­

н ы х  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  с и с т е м  5 f ,  д л я  к о т о р ы х  ф у н к ц и о н а л ь н о й  

я в л я е т с я  и  с и с т е м а  ^ { { Н о 8 ^)о81) \
(iii) для каждой пары (Х^УО найдется линейное взаимно 

однозначное соответствие S i \  X t - ^ Y t ,

Тогда для функциональной управляемости системы S q необ­
ходимо и достаточно, чтобы систему S = HoSq можно было сде­
лать автономной с помощью контура обратной связи из St'.

Обратимся теперь к случаю временных систем. При этом нас 
прежде всего интересуют неупреждающие системы. Напомним, 
что функциональная временная система i5o* X q- ^ Y  называется 
неупреждающей тогда и только тогда, когда

( Щ  {\fx) ( Щ  (X I =  i  I Soix) I =  Soi i )  I r ‘). 

Поэтому функциональная временная система Sq являе-^я неуп­
реждающей тогда и только тогда, когда система i5q I оказы­
вается функциональной при любом t. Но это приводит нас к сле­
дующему предложению:
Предложение 4.7. Пусть 5 с: (X X  Z*) X  У, и пусть системы 

с=:У X  Z x  и ^(SoSt) = {St) функциональные и неупреж­
дающие. Тогда если система S удовлетворяет условию: для любо­
го t ^ T
( х ,  Z, у )  e s  &  ( х,  z , y ) e s &  (z , у )  \ f *  =  (г ,  у )  \ Г *

X  I ^  I

то система {S t)  I является взаимно однозначно функцио­
нальной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку система {S t)  являет­
ся функциональной и неупреждающей, функциональной должна
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быть и система (5f) \ Т^. Предположим тогда, _ что^ у_= 
=  ff^siSt) (х) и что у =  F,_(5f) (х), а также что I/ I Г* =  у | 7^. 
Покажем, что а: | Г* =  ж I Г*. Из определения ^»{St) следует, 
что

(3z) (3z) ((х, г ,  I/) 6 5& (i, 2, у) 6 5&Z =  5, (y)&z =  5, (у)).
Но так как у \ Т * — у \ Т^ , &  система St  неупреждающая, то заве­
домо Z I г '  =_z I Тогда, поскольку (z, i/) I Г‘ =  (z, у) | Т \  
мы имеем ж | Г* =  х | Г*, а это значит, что система | Т*
действительно является функциональной и взаимно однозначной, 
ч. т. д.

Следующее предложение можно рассматривать как аналог 
предложения 4.2 для случая неупреждающих линейных времен­
ных систем.
Предложение 4.8. Предположим, что

(i) система 5 с; (X х  Z^) X У является линейной, неуп­
реждающей и функциональной, а к тому же при любых t 
удовлетворяет условиям

S { x , z ) \ f *  = S { i , z ) \ f * & z \ ¥  -= z \T *  ^  х \ ¥
И _

5 (х, г) I г ' =  5 (i, i) I Г‘& X I г* =  i  1 г* =► Z I г ' =  z I Г‘;

(ii) с: П (У X Z*) — семейство линейных неупреждаю- 
пщх функциональных систем, для которых из St € St следует, 
что система ^{S°St)  функциональная и неупреждающая.

Пусть, кроме того, S = S b =  {(2:, у)' (3z) ((ж, z, у) 6 S)}, 
и пусть L {X, Y)  — семейство в с ^  линейных подсистем S'  систе­
мы S, для которых системы S' \ Т* при любом t являются взаим­
но однозначными функциональными.

Тогда =  L (X, Y).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S'  — произвольная систе^, 
принадлежащая (St). Тогда существует такая система St ^ St, 
что 5 ' =  Fs(5f) =  F(S°St), а так как и 5, и линейны, усло­
вие (ii) гарантирует линейность и функциональность системы 5 '. 
Более того, поскольку 5 '_=  ¥^(S°St), необходимо, чтобы S'  с  
с; 5 в  =  5. А так как 5 ' | У”*- согласно предложению 4.7, являет­

ся взаимно однозначно функциональной системой, то S'  должна 
принадлежать L (X, Y).

Предположим теперь, что S' — произвольная система, при­
надлежащая L (X, Y). Поскольку S = S в> мы имеем S d  S в
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Пусть
St =  {{у, Z): (За;) ({х, у) 6 S'& (х, z, у) е S)} =  {S').

Очевидно, что St линейна. Предположим, что (у, z) в St и (у, z) f  
6 S f .  Тогда

(Зж) (Зж) (у = S'(x) & у =  8 '(х)& у = S(x, z ) &y  = S{x, z)).

Предооложим, кроме того, что у \ Т* = у \ Т*. Но_поскольку 
S'  I Т* взаиишо однозначно функциональна, то а: | Г* =  i  | Г*, 
а значит, z | Г* =  z I Г*. Таким образом, система St линейная, 
неупреждающая и функциональная. Так как, в силу предложе­
ния 4.2, f^(SoSt) =  S',  то система ^(SjSt)  является неупреж­
дающей и функциональной, откуда S t  6 <5(, ч. т. д.

Взаимосвязь менеду функциональной управляемостью и воз­
можностью сделать систему автономной для случая линейных 
неупреждающих временных систем устанавливается в следующем 
предложении, которое можно рассматривать как аналог предло­
жения 4.4. Будем считать, что входной каскад Н: X  X  
в этом предложении такой же, как и в предложении 4.6. Тогда 
справедливо следующее

Предложение 4.9. Пусть X = Xi X  . . .  X Х„, У =  У, х  . .
. . .  X У„ и Zjc =  Zx^ X . . .  X Zx^. Пусть, кроме того,

(i) система So- X ^ - ^ Y  линейная, неупреждающая и удов­
летворяет следующему условию:

( Щ  (Vx) (5о(х) I =  О X I Г* =  0);

(ii) iSf с. П (У X Zjc) — семейство линейных неупреждаю- 
щих функциональных систем, таких, что если S t  6 S t ,  те 
^  {{H»So)°St) также является функциональной и неупреждаю­
щей;

(iii) для каждой пары (Xj, У|) найдется такое линейное 
отображение St'. X i - ^ Y i ,  что для любого t ^ T  система S i \ T *  
определяет некоторое взаимно однозначное соответствие.

Тогда для функциональной управляемости S o  необходимо 
и достаточно, чтобы систему S  =  HoSo можно было сделать 
автономной с помощью контура обратной связи из S t -

Если ослабить условия определения 4.1 (опустив, например, 
условие (iii) или позволив области определения S t  быть собст­
венным подмножеством Х(), то ослабить удастся и условие (iv)

15*
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предложения 4.4, условие (iii) предложения 4.6 и условие (iii) 
предложения 4.9.

Предложения 4.8 и 4.9 сформулированы для случая линейных 
неупреждающих временных систем. Однако очевидно, что после 
незначительных поправок они сохранят свою силу и для более 
обпщх неупреждающих временных систем.

(Ь) Автономность общих систем

Следуя ходу рассуждений предыдущего раздела, мы продол­
жим теперь изучение вопроса о возможности обеспечения авто-

Рис. 4.3.

номности общих систем. На рис. 4.3 схематически представлена 
система, изучаемая в этом разделе. Здесь S си Xq X Y  есть 
некоторая общая система. Hi X  У. Z — Xq — ее входной каскад, 
а У Z — некоторый функциональный контур обратной 
связи.

Два следующих предложения представляют принципиальный 
интерес:

Предложение 4.10. Пусть i5i с: X F i, 5 2 Cz X 2 X ^ ^ 2 H iS =
= Si + S 2 cz(Xi X X 2) X {Yi X Y^), Тогда для функциональ­
ной управляемости системы S необходимо и достаточно, чтобы 
функционально управляемыми были Si и Ŝ »

Предложение 4.11. Пусть S c z X q X Y i l S c z X x Y ^  системы, 
а Н: X X Z Xq — входной каскад. Предположим, что суще­
ствует такой контур обратной связи 5f*. Y  Z, что S =  
=  ^{HoSoSt). Система S является функционально управляемой,
если функционально управляема система S.

Д о к а з а т е л ь с т в о  этого ут в ер ж ден и я  вытекает и з соот­

нош ения М (S) CZ.M (S).



Предиожение 4.12. Пусть S c z X ^ x Y  — некоторая функцио­
нально управляемая система, и пусть Н\ X  X Z —»- — вход­
ной каскад. Произвольную функционально управляемую систему 
S  с. X  X  Y  можно представить в виде f{H<>S°St), где St: Y  -*■ 
^  Z — некоторый контур обратной связи, тогда и только тогда, 
когда для любого у найдется такое z ^ Z ,  что

(i) H{(y)S, z)c^(y) S-,
(ii) Я  {x, z) 6 {y)S =t ^xe i y ) S ,

где {у) S =  {x: (x, y) e S}  и (у) S =  {x: {x, y) ^ S)  определены 
в § 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала достаточность. Для 
этого определим множество V (у), потребовав, чтобы

z ^ V  {у) о  {Н Ну) S, z) CZ {у) S)
и

н  (х, Z) 6 (у) s ^ x e  (у) S.
По предположению, V  (у) Ф  0 .  Используя соответствие y ^ V  (у) 
и аксиому выбора, построим некоторую функцию St'- Y Z .  
Мы утверждаем, что S = ^  (HoSoSt)- Включение S ( H o S o S t )  
очевидно. Чтобы доказать обратное включение 5 id ^  (HoSoSt), 
выберем произвольную пару (х, z/) 6 ^  (HoSoSt). Тогда сущест­
вуют такие Z 6 2  и Жо 6 Xq, что Н ( х ,  z )  — Xj, (жо) У) € >5 и 5{ [у)  =  
=  Z. Значит, Н {х, z) 6 {у) S, откуда в свою очередь вытекает,
что X ^ (у) S и потому (х, у) ^ S.

Чтобы доказать необходимость, предположим, что S =
=  Г  (HoSoSt). Тогда (у) 5 =  {х: Я  (х, 5, (у)) е (у) S )  и, следо­
вательно, Я  ((у) S ,  S t  (у)) (у) S .  Пусть Я  (х, S t  (у))  € (у) S .
Тогда (х, у) е F  (HoSoSt) =  5 и, следовательно, х ^ (у) § ,ч .  т. д.

Предложение 4.13. Пусть S cz Хд х  Y  — некоторая система, 
а Я: X X Z -V Zo — входной каскад. Предположим, что Si а  
c z X i X Y i n S ^ c z X ^ x Y ^  — такие управляемые системы, что 
существует система S с. X  X  Y,  удовлетворяющая следующим 
условиям:

(i) S = Si +  S,;
(ii) для любого у ^ S  (S) найдется такое z ^ Z, что 

(а) Я  ((у) S, Z)  с= (у) S,
(р) Я  (х, z ) e ( y ) S = ^ x e  (у) S.
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Систему S можно разложить на автономные подсистемы 
и 02 с помощью функционального контура обратной связи тогда 
и только тогда, когда S функционально управляема.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость сразу вытекает из 
предложения 4.11 и функциональной управляемости систем i5i 
и 52 (а значит, согласно предложению 4.10, и системы 
В свою очередь достаточность является следствием предложе­
ния 4.12, ч. т. д.

Предложения 4.12 и 4.13 справедливы и для случая линейных 
систем.

Предложение 4.14. Пусть 5 cz Z o  X  У — некоторая функцио­
нальная управляемая система, а Я: X X Z Zo — линейный 
входной каскад.

Любую функционально управляемую линейную систему S си 
с=  Z  X  Г  можно представить в виде 9^ ( H o S o S f ) ,  где S t  —  

некоторый линейный функциональный контур обратной связи 
Y  Z, тогда и только тогда, когда для любого у найдет­

ся такое Z ^ Z, что

(i) Н (iy)S,z) с:{у) S-,
(ii) Я {х, Z)  б (у) S=>xe (у) S.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказать необходимость утвержде­
ний теоремы можно точно так же, как при доказательстве пред­
ложения 4.12. Для того же, чтобы доказать достаточность, мы 
можем ограничиться построением некоторого линейного контура 
обратной связи St '• Y  Z. Определим V (у) так же, как в доказа­
тельстве предложения 4.12. Мы утверждаем, что для любых 
скаляров а и р

Z e V  (у) а Z e V  (у) =^az +  fz e V  {ау +  fiy).
Чтобы убедиться в этом, предположим, что z g F (у) и z 6 F (у). 

Прежде всего докажем, что

Н {х, az +  pz) 6 («г/ +  Ру) *5 а: 6 («г/ -|- Ру) S.
Для этого выберем х ^ ^ Х  так, чтобы Н {х ,̂ z) 6 (у) S. Положим 
затем «2 =  (1/р) {х — ах^), где предполагается, что Р ^  О, по­
скольку в случае р =  О приведенное выше утверждение очевидно. 
Но тогда X = axi -f- pxj и, следовательно,

Я (х, az +  pz) =  аН {х ,̂ z) -Н р я  (х*. z).
Но, по предположению,

(аЯ (х ,̂ z) -f- р я  (xg, z), ay +  pi/) g S, (аЯ (xj, z), ay) 6 S

^30 Гл. X . Соединения^ декомпозиция и автономность



Я, значит, {^Н (x2,z), Pj/) ^ S, откуда Н {х ,̂ z) 6 (у) S. По пред­
положению, Xi ^ (у) S R Х2 в {у) S. Таким образом, х G (^У +  Ру)^‘ 

Чтобы доказать включение
Я Цау +  Ру) S, az +  pz) с: {ay +  ру) S,

возьмем ж 6 («г/ 4- Ру) S. Так как система §  функционально 
управляема, найдется такое х ^ X, что {х, у) 6 S. Следовательно, 
{х — Рх, a y ) e S .  Отсюда
Я  {х, az +  И  =  ((!/“ ) -  Р^)’ 2) +  ^
т. е. „ -

Н {{ау +  ру) S, az +  pz) с  {ay +  ру) S
при условии, что а Ф  О,^поскольку случай а  =  О очевиден. 

Определим, наконец, St c z Y  X Z, потребовав, чтобы
{ y , z ) e s t  ^  z e v {у).

Тогда контур обратной связи Sf  линеен, и, используя лемму 
Цорна, можно показать, что существует такое линейное отображе­
ние St: У Z, что {{у, St {у)У. у 6 -St, причем St как раз
и будем искомым линейным контуром обратной связи, ч. т. д.
Предложение 4.15. Пусть S cz Xq X Y  — линейная система, 
а Я: X X Z - ^  Хо — линейный входной каскад. Предположим 
также, что S^ с  Х ^  X  и 5^  с  X Г а  -  такие] функцио­
нально управляемые линейные системы, что существует система 
S  CZ X X Y,  удовлетворяющая следующим условиям:

(i) S = S^ +  S^,
(ii) для любого y ^ M { S )  найдется такое z ^ Z ,  что 

(а) Я {{у) S, Z)  с  {у) S,
(р) H { x , z ) e { y ) S = ^ x e { y ) S .

Систему S можно разложить на автономные подсистемы iSi 
И 5 2 С помощью линейной обратной связи в том и только в том 
случае, когда система S функционально управляема.

Д о к а з а т е л ь с т в о  необходимости получается сразу из 
предложения 4.11, поскольку Si и S 2 функционально управляемы 
{а значит, согласно предложению 4.10, функционально управляе­
ма и система +  5 2). Доказательство же достаточности вытекает 
из предложения 4.14, ч. т. д.

В качестве примера рассмотрим систему S cz Xq X Y , описы­
ваемую уравнением у = Ау  +  Bxq, причем оо), А —
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матрица размера м X л и 5  — невырожденная матрица размера 
п х п .  ;

В этом случае система S функционально управляема. Рас­
смотрим систему с обратной связью, изображенную на рис. 4.4,

Рис. 4.4,

где X =  (О, оо). Пусть системы Si а  Xi  X Y i  (i =  1, . . n)
определяются уравнениями i/j =  aiyt +  Pjarj, где xi ж yi — 
скалярные функции от a a; и — постоянные вещественные 
параметры. Предположим, что все Ф  О п ^ (О, оо). Тогда
система

S =  S i +  S ^ +  . . .  +  S ^ c X  x Y
функционально управляема. Предположим, что S развязана 
в . . ., 5„. Тогда для любого у должно существовать такое z, 
что Н {(у) S, z) с.{у) S. Поэтому если Xi и yi удовлетворяют 
уравнениям i/j =  aiyi +  то

d
dt

Значит,

“ 0 - -  0  ■ •  0 “

y t
0

=  A y t
0

+  B ( K
Xi

0

_ 0 _ _ 6 _ _ 0  _

+  Z i ) .

"O " ■ O '

yt Xi

. 6  . _ 0 _

=  Zi
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И zt ДОЛЖНО быть независимым от xi. Поэтому для каждого i
- О -

1

6
Таким образом,

{aJ  — A)

=  0 .

О -

Vi

о

■Pi 0 . . .  0 ■ "осх 0 . . .  0 “
0 . . .  0 0 :
••. •

, а = : 0
_ 0 . . .  0 р„ _ _ 0 . . .  0 а„ _

Но отсюда К = В  а St = B~^{a — A), где

Р =

На самом деле S можно разложить на автономные подсистемы 
Si, . . Sn, если К = 5"^р и iSf =  В~^ (а — А). Более того, 
если ранг В = п (где В — матрица размера п X п), то можно 
использовать аналогичные рассуждения.

Предложение 4.12 можно распространить, дополнив его неко­
торыми новыми условиями, и на любые неурреждающие системы.

Предложение 4.16. Пусть S а  Xq X Y  — функционально управ­
ляемая система с неупреждающей реакцией р, а Я: X X Z Xq— 
входной каскад. Предположим также, что 5 cz X +  У — задан­
ная функционально управляемая неупреждающая система с не­
упреждающей реакцией р. Пусть р, р и Я  удовлетворяют соот­
ветственно следующим условиям:

(1а) Р (с, х) 1 Г* == р (с, i)  1 г '  =4- ж 1 Г' =  X I
(1Ь) (Vc) (Vy 6 ^ {S)) ( З х )  (р (с, X ) -= у);
(2а) Р (с, Х) 1т* == р {с ,  х )  \Т* ^  X \ т *  = i 1 Г‘;
(2Ь) (Vc) (Vy {S)) (Эж) (р (е, х) --= г/);
(3) Я  {X ,  z) 1 f t = H{i,  z)  \ f * &x  1I f ' = i i f '  Z 1 г ' =  Z If*.



Тогда существует такой неупреждающий контур обратной 
связи S i ‘. Y  Z, что ^ (Н о  S о St) = S в том и только в том 
случае, когда для любого у найдется такое z ^ Z, что

(i) Я  {(у) S, Z)  с  (у) S;

(ii) Н (х, z) ^(у)  S => (у) S,

Д о к а з а т е л ь с т в о  необходимости очевидно. Нам изве­
стно также, что из (i) и (ii) следует существование такого контура
обратной связи St'  Y  что ^  (HoSoSf )  = S. Поэтому для
доказательства достаточности нам осталось показать, что если 
^  {Н о S о St) = S и если сформулированные выше условия выпол­
нены, то соответствующий контур обратной связи Sf является 
неупреждающим.

Предположим, что у  (5), у 6 ^  {S ).  Тогда найдутся такие
с, d, X ж X, что
у =  р (<г, ж) =  р (с, Н {х, St {у))) v i y = p i d , x ) = p { c , H  {х, StQ)))‘

Предположим дополнительно, что у \ Т* =^у \ Tj . Тогда, согласно 
предположениям теоремы, мы имеем х \ Т* = х \ Т* в.

Н(х ,  St (у)) \Т* = Н ( х ,  St (у)) \ТК

Отсюда St {у) \ f * = S t  (у) | Г* и, следовательно, контур обрат­
ной связи St является неупреждающим, ч. т. д.

5. АБСТРАКТНАЯ ЗАДАЧА О РАЗМЕЩЕНИИ
ПОЛЮСОВ

Задачу о размещении полюсов обычно рассматривают для 
класса линейных инвариантных во времени систем, описываемых 
обыкновенными дифференциальными уравнениями. Уже давно 
доказано, что для этого класса систем существование решения 
указанной задачи эквивалентно управляемости системы по состоя­
ниям. Этот результат с принципиальной точки зрения представ­
ляется достаточно интересным и заслуживает специального изуче­
ния с наших весьма общих позиций. Однако он весьма сильно 
опирается на особенности структуры дифференциальных уравне­
ний. В частности, между возможностью матричного описания 
систем и существованием решения задачи о размещении полюсов 
существует весьма тесная связь. Поэтому для того, чтобы решить 
эту задачу на абстрактном уровне, необходимо прежде всего 
модифицировать саму постановку задачи, приспособив ее к при­
нятому нами уровню рассмотрения.
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В наст^)ящем параграфе мы будем рассматривать системы 
с обратной связью лишь такого типа, который изображен на 
рис. 5.1, где

(i) подсистема S  является сильно незшреждающей инва­
риантной во времени линейной динамической системой (р, ф);

Рис. 5.1.

(ii) ее пространство состояния конечномерно и совпадает 
с пространством значений выходной величины, т. е. 5  =  С и У с: 
сС Г ;

(iii) ее входной алфавит А совпадает с пространством состоя­
ний подсистемы S,  т. е. Л =  С;

(iv) контур обратной связи является линейной статической 
функциональной системой, т. е. 5,: С (=  А)  и St {у) (<) =  
~  {у (0)‘> класс систем 5f, рассматриваемых в этом параграфе, 
будет обозначаться через St,

(у) входной каскад описывается уравнением Н {х, z) = х z;
(vi) рассматриваемая №стема S удовлетворяет следующим 

условиям: для любых 6 5f, с 6 С, х ^ Х  и t ^ T

(а) уравнение ро (с, а: +  (у)) j Г / =  у I Г, имеет един­
ственное решение у;

(Р) Ро (с, л; + (у)) = у&Ро (с, i + 5а (у)) ^  у&х^ =

X X
Предположение (vi) (а) позволяет определить функцию фо<: С X 
X С следуюпщм образом:

Фо( (с, ж*) =  Ф0 4  (с, X* +  {Stiy)) I Г*),

где у — решение уравнения р# (с, х* -х» +  5, {у)) =  у, & Xt произ-
ВОЛЬНО.



Более того, нетрудно показать, что семейство {фо«*  ̂ 6 
обладает свойством композиции, т. е,

фо( {с, X* -Хц») =  Фот (фо* а:*), F~* (хц>)), 

где т =  t' — t.
Это можно доказать, исходя из инвариантности во времени 

семейства ф и из предположений (iv) и (vi). [Обратите при этом 
внимание на то, что Sf коммутирует с F*, т. е. (St (у)) =  
=  5, (F‘ (z/)) J

Назовем фot функцией перехода состояний системы, с обратной 
связью, и, как обычно, будем писать

9ot (с, ж‘) =  Фю« (е) +  Фао«
В сделанных выше предположениях можно сформулировать 

следующий абстрактный эквивалент задачи о размещении 
полюсов:
Определение 5.1. Пусть S — некоторая линейная динамическая 
система указанного выше типа. Пусть также /(ip )j= ip" +  
4- +  . . .  +  «о — произвольный нормированный (с коэф­
фициентом +1 при старшем члене) полином от независимой 
переменной w, коэффициенты которого принадлежат полю А  
(над которым определена система S), ад ^  О, в. п совпадает с раз­
мерностью пространства С. Система S принадлежит классу систем 
с произвольно назначаемыми полюсами тогда и только^ тогда, 
когда для любого f >  О существует такой контур обратной связи
St е St, что

/ (ФЮ«) =  (ФЮ«)" +  «п-1 (фю<Г”̂  +  • • • +  «о/ =  О, 
где операции сложения и умножения на скаляр понимаются 
поточечно, возведение фю̂  в степень — как результат компози­
ции этой функции с самой собой соответствующее число раз, 
а отображение I: С С есть тождественное отображение.

Взаимосвязь между принадлежностью системы к классу систем 
с произвольно размещаемыми полюсами и ее управляемостью 
по состояниям устанавливается в следующем предложении:
Предложение 5.1. Пусть S — некоторая линейная динамическая 
система указанного выше типа, а размерность ее пространства 
состояний с  равна п. Предположим, что поле Л  содержит более 
чем п -f 1 элементов, что реакция системы в пространстве состоя­
ний S, т. е. фю«: С - ^ С ,  представляет собой изоморфизм. Тогда, 
если полюсы системы S произвольно размещаемы, система управ­
ляема из нуля.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем произвольное состояние 
с Поскольку фю̂  — изоморфизм, найдется такое Ф  О, 
что (фю^Г +  0̂ 0̂  =  также является изоморфизмом. Выберем 
тогда Si так, чтобы фю* удовлетворяло уравнению (фю*)” +  
+  «о/ =  0. В этом случае {(ршТ (фю^Г =  Но так как
Li — изоморфизм, то найдется такое с ^ С, что ((фю^Г — (фю*)”) W =  
=  с, т. е. (в силу композиционного свойства функций перехода) 
^lot “  ^ 10? ~   ̂ Более того, согласно определе­
нию фюь для любого с и St ^ St

Й ..Г -  ('> =  f . .  (f- ■S' (»)’ )•
где у удовлетворяет соотношению ро (с, St {у)) =  у. Следователь­
но,

Фо? (0 .5 , {yf) =  с; 
что и требовалось доказать.

В приведенном выше предложении предполагалось, что фю« 
есть изоморфизм. Но, как показывает предложение 4.3 гл. VII, 
это утверждение оказывается справедливым при довольно слабых 
ограничениях, и, в частности, так обстоит дело с любыми линей­
ными инвариантными во времени системами, описываемыми диф­
ференциальными уравнениями.

6. УПРОЩЕНИЕ С ПОМОЩЬЮ ДЕКОМПОЗИЦИИ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ i)

В предыдущих параграфах мы рассматривали задачу деком­
позиции системы по сути дела на две подсистемы довольно общего 
вида. В этом же параграфе мы обратимся к декомпозиции систем 
на семейство подсистем определенного и существенно б!олее про­
стого типа.

Будем рассматривать инвариантные во времени динамические 
«системы с дискретным временем, описываемые отображениями

р̂ : С X ф̂ ^̂ * С X Х ц 9 ^ С ,

где Т =  {О, 1, 2, . . .}.
Для упрощения изложения предположим также следующее:
(i) Если рассматриваемая система является (сильно) неупреж­

дающей, а с практической точки зрения именно это самый инте­
ресный случай, ее динамика полностью описывается семейством 
Ф =  t, f  ^ Т).  В этом параграфе мы ограничимся поэтому
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рассмотрением лишь семейства ф, которое будем называть системой 
переходов состояний, и будем заниматься лишь декомпозицией 
этого семейства.

(ii) Поскольку все рассматриваемые здесь системы инвариант­
ны во времени и их время дискретно, все семейство ф можно 
охарактеризовать одним отображением, а именно фох: С X А С̂  
причем фо* или ф̂ '̂ можно однозначно определять через фо1, 
используя свойство композиции функций перехода состояний. 
Обозначим фо1 через ф и будем называть это ф системой переходов 
состояний, _

(iii) Предположим, кроме того, что X = и X  ХУ
t^T

Тогда, если определить на X  операцию сочленения о, потребовав, 
чтобы о : X  X X  X  так, что =  х  ̂ )» где F* ~
оператор сдвига, то X  становится по существу свободным монои­
дом над А, Нейтральный элемент этого моноида условимся обозна­
чать через д:®. Рассматривая в дальнейшем структуру множест­
ва Z, мы будем обраш,аться с X  как с моноидом в указанном 
выше смысле.

Для упрощения обозначений и для обеспечения преемствен­
ности со стандартными источниками определим для систем пере­
ходов состояний особую форму каскадного соединения.
Определение 6.1. Пусть ф̂ : X -4 и ф2  ̂ X  X А ) - ^

Cj — две системы переходов состояний, где А  — входной 
алфавит системы ф̂ , а X А — входной алфавит системы фг* 
Тогда каскадным соединением ф1 и фа называется такая система

ф: (Cl X С 2) X -4 —»■ Cl  X Са,
что

Ф ((Ci, Са), а) =  (ф1 (Cj, в), Фа (Са, (Ci, а))).
Определение 6.2, Система переходов состояний ф: С х  А С 
допускает декомпозицию в каскадное соединение двух систем пере­
ходов состояний ф̂ : X А Cl и Ф2: X х  А ) - ^
тогда и только тогда, когда найдется такое отображение R: X
X что оно окажется сюръективным, а соответствующая
диаграмма

(С1ХСг)Х^—^ C i X C a
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С интуитивной точки зрения понятно, что ф допускает деком­
позицию в каскадное соединение и фд тогда и только тогда, 
когда ф =  Фх*ф2 *Л =  Ф*Л. (Строго говоря, для того чтобы 
Ф1 *Ф2*Л можно было согласовать с определением каскадного 
соединения из § 1, нужно предварительно несколько изменить 
обозначения для ф̂  и фд.)

Принцип декомпозиции систем переходов состояний базирует­
ся на следующем результате:

Предложение 6.1. Пусть ф: С х  А С — некоторая система 
переходов состояний. Тогда для заданного класса подмножеств 
{С^: а  ^ Cl} множества С, удовлетворяющего условиям

(i) С =  и С ,,aeCi

(ii) (VC„) (Va) (ЭСр) (ф (С„, а) с  Ср),

всегда найдутся такое множество и две такие системы перехо­
дов состояний Фх: Cl X 4  Cl и ф :̂ Cj X (Cl X Cg,4T0 ф
допускает декомпозицию в каскадное соединение систем ф1 и фд.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через R с: х  С такую
общую систему, что (а, с) 6 Л <=> с € С„. Обозначим через Cj 
множество глобальных состояний системы А. Это значит, что 
существует такое отображение R: Cj X С  ̂ С, что с ^ С„ <=>
<=> (а, с) ^ R  (Bcj) (с =  /? (а, с^)). Определим затем Ф1: Ci х
У. А Cl и фд: Са X (Cj X Л) -v  С  ̂ так, чтобы ф1 (а, а) =
=  ф (С„, а) с С р  и

Фг (^2, (а, а)) =  е' =4- ф (i? (а, с^), о) =  i? (ф1 (а, а), cJ).

При этом может оказаться, что соотношение ф (С„, а) с. Cg
выполняется при нескольких р. Тогда для определения Ф1 годится 
любое из этих р. Что же касается ф ,̂ то мы покажем, что отно­
шение ф (R (а, Cj), ®) =  ^  (Ф1 (“ » я ) , с ')  выполняется по крайней 
мере для одного с'̂ . Действительно, из определения R вытекает, 
что R  (а, Cj) ^ С„. Пусть ф1 (а, а) =  р. Но тогда, согласно опре- 
.Чсгению ^1, мы имеем ф (С„, а) сгСр, и, значит, ф (R (а, с )̂, о) ^
6 Ср. Поэтому существует такое 4  в С ,̂ что ф (R (а, с )̂, а) =  
=  (Р> с'), что и требовалось доказать. Если приведенному выше
условию удовлетворяет несколько с’, для определения ф̂  можно 
воспользоваться любым из них. Пусть теперь

Ф (( 1̂, Cj), а) =  (ф1 (Ci, а), Ф2 (Са, (Ci, а))).
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Покажем тогда, что R  [ф ((cj, Cj), о)] =  ф (i? (сц Cj), а). Положим 
Фг (<̂2. (̂ 1̂  ̂ «)) =  2̂- По определению фг, это  ̂ значит, что 
w(R (Cl, Сг), a)=R (ф1 (с̂ , а), с’̂). Следовательно, i? [ф ((ci, Cj), а)]=̂  
=  Ф (Л (ci, Cj), а). Более того, поскольку отображе­
ние R  является сюръективным, ч. т. д.

Воспользуемся теперь предложением 6.1 и методом его дока­
зательства для исследования случая, когда пространство состоя­
ний С системы переходов состояний конечно. Договоримся обозна­
чать через С а множество С — {а}, где а ^ С. Как нетрудно видеть, 
семейство {С„; а ^ С} удовлетворяет условиям предложения Ь.1. 
Другими словами, система переходов состоянии с конечным 
пространством состояний всегда допускает каскадную декомпо­
зицию. Для того чтобы обратиться к более сильным результатам, 
относящимся к декомпозиции систем с конечным множеством 
состояний, нам понадобятся новые определения.
Определение 6.3. Пусть С х  А С  -  некоторая система 
переходов состояний, и пусть для каждого а 6 Л отображение 
ф : С - ^ С  определяется условием ф„ (с) =  ф (с, а). Если отобра­
жение Фа сюръективно, то входной символ а мы будем называть 
перестановочным. Если отображение ф„ постоянно, то входной 
символ а мы будем называть сбрасывающим. Если же отображе­
ние фа т о ж д е с т в е н н о ,  т о  входной символ а будем называть задер­
живающим.
Определение 6.4. Пусть ф: С X  Л -v  С -  некоторая система 
переходов состояний. Если все входные символы этой системы 
перестановочные, то мы будем называть эту систему Р-системои. 
Если все ее входные символы сбрасывающие или задерживающие, 
то мы будем называть ее R-системой. Наконец, если все входные 
символы системы либо перестановочные, либо сбрасывающие, 
то мы будем называть ее Р — R -системой.

Возвратимся снова к случаю систем с конечным множеством 
состояний, для которых =  С -  {а}. Если входной символ а 
является перестановочным для системы ф, то, согласно доказа­
тельству предложения 6.1, он является перестановочным и для 
компоненты фх. Если же символ а не перестановочен, то найдется 
такое Се € {Са- « € С), что ф (С„, а) с С р  при любых а 6 -
=  С. А это значит, что входной символ а оказывается сбрасываю­
щим для ф1. Поэтому ф1 всегда является Р —Л-системои. Заме­
тим также, что мощность множества может быть меньше, чем 
мощность Cl или С. Поэтому, если последовательно повторить 
процедуру каскадной декомпозиции, намеченную в предложе­
нии 6.1, для системы переходов состояний, то в конце концов 
МЫ представим ее в виде цепочки каскадно соединенных г
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систем, ибо система переходов состояний с пространством состоя- 
ний, состоящим из двух элементов, обязательно должна быть 

-п-системой. Все это приводит нас к следующему результату:
Предложение 6.2. Любая конечная система переходов состояний 
допускает декомпозицию в каскадное соединение Р —i?-cncTeM.

Область определения системы переходов состояний ф: С х А-^  
С можно естественным образом расширить до С х Z, где Z  — 

свободный моноид, порожденный л . Для этого достаточно поло- 
ЖИТЬ ф (с, X ) = (с, X ). Определим ф̂ .: С С, потребовав,
чтобы фас(с) =  ф (с, х). Нетрудно показать, что фх-ф^с =  
где через -фз̂  мы обознатали обычную композицию двух функ­
ций ф,(. и фж-. Поэтому X ^ X  можно рассматривать как отображе­
ние х: С договорившись, что х (с)_= ф,, (с) и Л (с) =  с, где
Л =  ж» — единичный элемент моноида X.  Начиная с этого момен­
та мы будем рассматривать X  как моноид отображений в указан- 
НОМ вы ш е см ы сл е.

Определим теперь отношение Е  с Т  х X  следующим обра-
ЗОМI

(х, х ' ) е Е  (Vc) {х (с) =  х'{с)).
Как нетрудно видеть, это отношение является отношением экви­
валентности. Более того, это есть отношение конгруэнтности отно­
сительно операции, порождающей моноид X. Обозначим через 
Х/Е фактормножество_{[х]: ж е X}. В соответствии со сказанным 
выше на множестве XIE можно определить операцию

[х]Лх'] =  [х.х ' 1

Множество Х/Е также является моноидом относительно этой 
новой операции.

Предложение 6.3. Пусть С х  А ^  С -  некоторая система
переходов состоянии, и пусть -  некоторая_группа, содержа­
щаяся в Х/Е, относительно операции моноида Х/Е.  Тогда система 
переходов состоянии ф допускает декомпозицию в каскадное 
соединение двух систем переходов состояний ф̂ : х  А С
и 2 - С X (Cl X А) С, заданных условиями ^

Cl. [а], если
Cl в противном случае,

ф.(«, (с., «)) =  { _ .„
I Cj ((Cl-[а)) (с)) в противном случае,

где Cĵ  есть элемент, обратный к элементу группы С,.
1 6 - 0 2 9 6
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть R: X С С определяется
условием

R (cj, с) =  Cl (с).
Тогда
R  (ф ((ci, с), а)) =  R (Фа (q, о), фг (с, (ci, а))) =

=  Ф1 ®) (Фг (̂ > (^и ®))) “  (ci-lal) (с) =  ф (i? (Ci, с), а).
Более того, если Cj =  1Л] б С̂ , то Cj (с) =  с и, значит, отобра­
жение R  сюръективно, ч. т. д.

Вернемся еще раз к случаю конечного множества состояний.
Предложение 6.2 показывает, что любая конечная система пере­
ходов состояний допускает декомпозицию в каскадное соедине­
ние Р —Д-систем. Применим теперь предложение 6.d к f*—if- 
системам. Обозначим через Р множество^ всех перестан^очных 
входных сймволов, а через_Р* — свободный моноид над Р. Нетруд­
но показать, что Р*/Е cz XIE является конечной группой. Более 
того, поскольку каждый элемент из Р* определяет некоторое 
сюръективное отображение, для любого а, являющегося сбрасы­
вающим входным символом, мы имеем [а] ^ Р*1Е, Поэтому если 
а — сбрасывающий входной символ, то ф2 (с, (cj, а)) из предло­
жения 6.3 не зависит от с, а если а — перестановочный символ, 
то ф2 (с, (ci, а)) определяет тождественное отображение, где^Сх =  
=  Р^!Е. Поэтому система фг всегда является Д-системои.
Предложение 6.4. Любая конечная система переходов состояний 
допускает декомпозиции в каскадное соединение Р-систем и л-сис- 
тем.

Обратимся теперь к системе фх из предложения 6.3, но прежде 
всего вспомним следующее определение:
Определение 6.5. Подгруппа Я  группы G называется нормальной 
в том и только в том случае, когда для любого а 6 G справедливо 
равенство аН =  На^ где аН =  {х: (Зу) {у 6 Н&х  
Определение 6 .6 . Группа G называется простой в том и только 
в том случае, когда она не содержит нетривиальных (т. е. отли­
чающихся от самой G или от тождественной группы) нормальных 
подгрупп.
Определение 6.7. Пусть г- С X  А С  -  некоторая система 
переходов состояний, а С — некоторая группа. Если группа 
простая, то и систему ф мы будем называть простои.

Пусть С У. С — система переходов состояний, прост­
ранство состояний которой является группой. Пусть G — неко­
торая группа, а отображение гр: С G — гомоморфизм групп.
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Определим отношение czC х  С так, что
(е, с') 6 Еф <=> \J) (с) =  г|) (с').

Очевидно, отношение Е,  ̂ является отношением конгруэнтности. 
Обозначим через Щ  множество {с: (с) =  е}, где е — тождествен­
ный элемент группы G.

Предложение 6.5. Если для гомоморфизма групп г|з: С G выпол­
няется следующее условие: для любого а ^ А

хр(с) =  г|){с') =P-^(q> (с, а))  =  (ф (с ',  а )) ,

то система ф; С х  А С допускает декомпозицию в каскадное 
соеданение систем ф,: (С/Е^) х  А ( С / Е ^ )  и ф̂ : х  ЦС/Е^) х
X Л) н^.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть =  [al € С/Е^, где а ^ С .  
Югда и Са =  с . Более того, нетрудно показать, что, для любыха€С
с  а И а G Л, ф (С„, а) СП С р ,  где р =  ф (а, а). |Выберем для 
этого произвольное с ^ С^. Это значит, чтог|) (с) =  (а). Из свойств
отображения г|), сформулированных в предложении 6.5, следует, 
что If (ф (с, а)) =  If (ф (а, а)), т. е. что ф (с, а) 6 С а, где р =
— Ф (а, а). Пусть теперь h: С1Е^-^С  есть некоторая функция

^([а]) € Са, где а ̂ С.  Определим затем
где у е Щ ^ Т о 1 ^  потребовав, чтобы] R  (С„, у) = h (С„)-у,

с  6  С е  <=*• ifi (е ) =  \fi ( а )  < = >

(3 г/) 6 & с =  ai/) <=>

<=> (3 у) (3 у) (у € & у & с =  а у ‘у-^у) =

у) (у е Щ  & с = Д {С^, у)). ^ ^
Доказательство завершается практически так же, как и для пред­ложения 6.1, Ч. т. д. . « д-иирсд

Вернемся опять к системе ф̂ : х  А С , ш предложения 6.3.
Предложение 6.6. Пусть фд.- х  А есть каскадная ком­
понента из предложения 6.3, и пусть Мр: есть произволь­
ный гомоморфизм групп. Тогда из равенства b̂ (с,) =  ф (с’) сле- 
^ е т , что при любом А справедливо равенство (ф, (с, а)) =
— г|5(ф1(с„а)). Тогда если не является простой группой то 
система переходов состояний ф̂  допускает декомпозицию в кас- 
кадное_соединение ф„: (б7,/Я) х  4  (С,/Н) и ф,,: Я  X ЦС,/Н) х  
X А) и ,  где Н CZ Cl — нормальная подгруппа группы С̂ .

!•*
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г|з (Ci) =  if (cj), а 
Тогда, согласно определению фц

У
^  (ф1 (^1. а)) =  (Ci’to-l) — 'I’ (I«l) =  'I’ '

=  (ф1 (4 .  «))♦
Если же [e l^C i, то

^  (ф1 (ci, a)) -  г!з (ci) =  xl) (cj) ip (фх {c[, a)).

Предположим теперь, что Н  — нормальная подгруппа группы 
Тогда существуют такая другая группа G и такой гомоморфизм 
групп a|); Cl -i- G, что Я  =  Яф и аЯ  =  [а], где а € С̂ . Но тогда 
утверждение предложения получается прямо из предложения 6.5, 
я. т. д.

Согласно предложению 6.6, система переходов состояний ф̂  
обладает одним специфическим свойством: для любого гомомор­
физма групп if и любого а ^ А

i f  ( c i )  =  W )  =^- ^  ( ф ц  (^1» ®)) —  'I’ (ф 1 ®))*

Этим свойством обладают и фц, и фх21 бсли их определять 
так же, как это делалось для фх и фа в предложении 6.1. Отметим, 
что если (р: С X  А С есть конечная система переходов состоя­
ний, то пространство состояний Ci системы фх из предложения 6.3 
также конечно. Но это приводит нас к следующему результату:
Предложение 6.7. Если система переходов состояний ф: С X 4  

С конечна, то она допускает декомпозицию в каскадное соеди­
нение систем переходов состояний, каждая из которых является 
либо простой, либо сбрасывающей.

Каждая сбрасывающая система допускает параллельную деком­
позицию, которую для случая систем переходов состояний мы опре­
делим следующим образом:

Определение 6.8. Пусть ц>: С X  А С  — некоторая система пере­
ходов состояний, а {ф,-: Ci х  А Ci- i =  1, • • -i Щ н№ото-
рое семейство систем переходов состояний. Семейство ф =  
=  {фх! • • ч Фт»} называется параллельной декомпозицией системы 
ф, если

ф ((с^, . . ., с„ ), а) =  (ф 1 (c j , а), . . ., ф„ (с„ , а)) 
и существует такое сюръективное отображение R: Ci X .. .

2 ^  Гл. X , Соединения, декомпозиция и автономность



. . . X Ся С, ЧТО диаграмма

(C l X ... X С„) X л — Cl X . . .  X с„
I

ф

в. Декомпоаиция динамических систем 245

с  X
коммутативна.
Предложение 6.8. Пусть ф: С X С — некоторая сбрасы­
вающая система. Тогда для любого заданного семейства мно­
жеств =  w} и сюръективного отображения
Д : Cl X . . . X Сп С найдется такое семейство систем переходов
состояний {фг: Cj X -4 i =  1, . . л}, что ф == {фГ- i =
=  1, . . п) является параллельной декомпозицией системы ф.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть система переходов состоя­
ний ф̂ : Сi X А С i определена условием

{Ci, если а —задерживающий входной символ, 
т. 8. Фа — тождественная функция,

Сд., если а —сбрасывающии входной символ,

где
Са =  {Са̂  » • • • f  X . . . X

И R  ( с а )  =  ф { с ,  а) ДЛЯ каждого с е С -  Поскольку для сбрасы­
вающих а отображение R  сюръективно, очевидно, существует 
такое Са ^ X . . . X что при любых с имеет место равенство 
R  (с J  =  ф (с, а). Если этому условию удовлетворяет более одного 
Сд, то для определения можно воспользоваться любым из них. 
Покажем теперь, что R  удовлетворяет коммутативной диаграмме 
из определения 6.8. Для этого предположим сначала, что входной 
символ а задерживающий. Тогда

R  (ф ((̂ 1? • • ч п̂)» ^)) “  ^  (̂ 1» • • =  Ф (̂ 1» • • *1 ^n)f
Предположим затем, что он сбрасывающий. Тогда

R  (ф ((^1, . . ., Сп), а)) = R {Са) =  Ф {с, а) =  ф(Л (cj, . . ., а),
что и требовалось доказать.

Пусть теперь пространство состояний С сбрасывающей системы 
конечно. Значит, найдутся такое положительное целое п и такое 
отображение i?:’ {О, С, что R  сюръективно. Тогда из пред­
ложения 6.8 вытекает, что каждая конечная сбрасывающая
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система (р: С х  А С допускает параллельную декомпозицию
Ф̂ : {О, 1} X {О, 1}: i =  1, . . п}.

Определение 6.9. Если пространство состояний С системы пере­
ходов состояний ф содержит точно два элемента, то \|) называется 
двухпозиционной системой переходов состояний.

Линамическая система с конечным множеством 
состояний и дискретным временем(FSDTD)

P-R

Предложение 6.4

р р1 А

^Предложение 6.7

P-R: 7*-/?-система 
Р: /»-система
R : jR-система

S простая система 
2: A8yxnoj3Hi;HOHHafl

система 

Рис. 6.1.

Объединяя определение 6.9 с предложением 6.7 с помощью 
предложения 6.8, мы приходим к следующему результату:
Предложение 6.9 (Крон и^Роудз [17]). Если ф: С х Л С — 
некоторая конечная система переходов состояний, то она допускает 
декомпозицию в каскадно-параллельное соединение систем пере­
ходов состояний, каждая из которых является либо простой, 
либо двухпозиционной.

Результаты основных теорем о декомпозиции, приведенных 
в этом параграфе, схематически представлены на рис. 6.1.



Глава X I

ВЫЧИСЛИМОСТЬ, НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТЬ 
и  ПОЛНОТА

к  числу процессов с дискретным временем, допускающих пред­
ставление с помощью динамических систем, относятся такие важ­
нейшие процессы, как вычислительный процесс, процесс доказа­
тельства теорем, процесс переработки символьной информации 
и многое другое. В этой главе мы покажем, как можно модели­
ровать эти процессы на языке общей теории систем, и, используя 
новые средства их описания, докажем некоторые основные резуль­
таты, относящиеся к важнейшим свойствам систем этого класса. 
В частности, мы рассмотрим проблему непротиворечивости и пол­
ноты формальной (или аксиоматической логической) системы 
и затронем проблему вычислимости. При этом нам удастся построить 
известную процедуру диагонализации Гёделя, не обращаясь к осо­
бенностям «динамики» логических систем. Это позволит вскрыть 
самые существенные особенности этого важнейшего результата, что 
отвечает духу нашей общей методологии, провозглашенной в пер­
вой главе книги.

1. ВЫЧИСЛЕНИЕ КАК ДИНАМИЧЕСКИЙ 
ПРОЦЕСС

В принципе любые вычисления можно описать следующим обра­
зом. Дано некоторое множество исходных данных, которые после­
довательно преобразуются по заранее установленному плану (алго­
ритму). В момент окончания этого процесса последний набор 
данных и принимается за результат вычислений. При этом условия 
окончания процесса преобразования данных должны содержаться 
в самих правилах применения этих преобразований, но могут 
зависеть и от исходных данных.

Нетрудно видеть, что подобный процесс вычисления является 
по сути дела динамическим. А так как он к тому же по самому 
своему определению является неупреждающим, стационарным 
и дискретным во времени, то динамическую систему, представляю­
щую этот процесс, можно описывать исключительно с помощью 
функции перехода состояний.

В связи с этим мы начнем с класса инвариантах во времени
семейств функций перехода состояний ф =  {ф^}, где ф/ =



=  {ф*<: С С ,  «6 7’}, и выходной функции К: С В .  Поскольку 
семейство функций перехода состояний для систем, описываю­
щих вычислительные процессы, по определению, инвариантны во 
времени, ф; могут быть представлены с помощью {ф ,̂}. Более того, 
так какJ всех таких ф{ время дискретно, т. е. Т =  {О, 1, 2, . . 
любое фг по сута дела задается соответствующим ф̂ .̂ Каждое 
Фг из семейства ф определяет один алгоритм (одну программу) 
вычислений, а поэтому выбор самого класса ф определяет тип 
рассматриваемых алгоритмов (например, класс машин Тьюринга). 
Поскольку для ф4 предусмотрено всего одно входное воздействие,
систему (ф4, X) мы будем называть свободной динамической систе- 
мои ). Для HG6 выходная функция С В определяет резуль- 
тат «декодирования» текущего результата в том смысле, что она 
позволяет интерпретировать текущее состояние системы. В этой 
главе мы всегда будем считать выходную функцию % фиксирован­
ной и единственной.
_ Для любого заданного семейства функций перехода состояний
ф| € ф состояние с ^ С называется состоянием равновесия тогда 
и только тогда, когда

т  (с) =  с).
Обозначим через С® множество состояний равновесия системы ф̂ . 
Другими словами, пусть

С\ =  {с: (Щ  (ф*о, (с) =  с)}.
В этой гл ^ е  будем предполагать, что для рассматриваемого 

нами класса ф существует такое подмножество С® с. С, что оно 
является множеством состояний равновесия для всех систем ф̂ , 
входящих в ф, т. е. что для любого ф̂  справедливо равенство 
С\ =  С®.

Исходя теперь из начального состояния (начальных данных) 
с и алгоритма ф̂  G ф» заметим, что изменения состояния системы 
отражают эволюцию вычислительного процесса во времени. 
Если же система достигает за конечное время состояния равнове­
сия, то вычислительный процесс нужно считать законченным. 
Поэтому проблему вычислений можно интерпретировать как так 
называемую проблему устойчивости за конечное время, т. е. про­
блему достижимости устойчивого состояния за конечное время.

Такая терминология объясняется тем, что динамика подобной систе­
мы определяется лишь внутренними факторами, поскольку все внешние 
факторы (входные воздействия) заранее фиксированы. — Прим. перев.

Вычислимость^ непротиворечивость и полнота



При ЭТОМ траекторию системы, переводящую ее в состояние равно­
весия за конечное время, мы будем называть вычислением. Все 
это подводит нас к следующему определению:

Определение 1.1. Функция f: С В вычислима с помощью алго­
ритма из ф тогда и только тогда, когда существует такое фг  ̂
что

{Мс) (3f) (с) (с) =% (ф‘о, (с))).
Прежде чем двигаться дальше, хорошо бы еще более упро­

стить характер рассмотрения. При этом мы будем иметь в виду^ 
что для решения основного вопроса о вычислимости существенна 
лишь то, что процесс, задаваемый конкретным ф̂- и с, завершается 
в состоянии равновесия за конечное время. Каким образом это 
достигается, т. е. каков сам характер этого процесса, нам 
совершенно не важно. Поэтому мы можем полностью абстрагиро­
ваться от особенностей динамики каждого семейства функций 
перехода состояний и рассматривать исключительно статические 
отображения пространства состояний в множество вычислительных 
процессов. С этой целью определим новую систему

p i C x X ^ Y ,
у которой X =  ф, у  =  а

р (е, фг) =  I/ <=> ( Щ (у (t) =  ф5, (с)).

Для упрощения обозначений введем также в рассмотрение под­
множество Уо отображение Res: Y  С, потребовав, чтобы

=  {у- (30 т  ( t ^ t ^ y { t )  = y (Г) & г/ (О е с*)}
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и
Res(y) =  {г/(0 . если у

не определено в противном случае.
В только что введенных терминах определение 1.1 можно 

сформулировать следующим образом:
Определение 1.2. Функция /: {С) В называется вычислимой 
с помощью р тогда и только тогда, когда найдется такое что

(i) с е (С) р {Су х)  6 Уо»

(ii) /  (с) =  Я-Res *р (с, х).
Следует заметить, что в определении 1.2 функция /  может 

быть частичной, т. е. определенной лишь на некотором собствен­
ном подмножестве (С) множества С. Теперь мы можем продолжить 
изложение, обращаясь исключительно к отображению р. Однако



очень важно не забывать при этом об интерпретации р как динами­
ческой системы, порождаемой вычислительным процессом. Чтобы 
перекинуть эти мостки, мы приведем в последнем параграфе 
настоящей главы некоторые стандартные интерпретации отобра­
жения р, а пока введем несколько дополнительных понятий.

Определение 1.3. Подмножество С' а  С называется приемлемым 
для р тогда и только тогда, когда существует такое х ^ X, что

с е С' Р(с, х) 6 Yo,

т. е. С' — область, в которой для заданного х определены соот­
ветствующие вычисления.

Оиределение 1.4. Подмножество Y'  си Y q называется представи­
мым с помощью р, если найдется такое х ^ X, что

у е У  (Эс) (р (с, х) =  !/).

Определение 1.5. Подмножество С' а  С называется разрешимым
тогда и только тогда, когда С" и С \ С '  приемлемы для р.

Оцределение 1.6. Пусть W — произвольное подмножество в У. 
Система р называется W-непротиворечивой тогда и только тогда, 
когда

W ( ] Уо =- 0 ,  

и W-полной тогда и только тогда, когда

W [} У, У.
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2. ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ ДИАГОНАЛИЗАЦИОННАЯ 
ТЕОРЕМА (ГЁДЕЛЯ)

Докажем теперь фундаментальную теорему, содержащую основ­
ные аргументы в пользу невозможности решения некоторого типа 
задач о разрешимости. Эта теорема является обобщением знаме­
нитой теоремы Гёделя, и мы изложим ее в общем контексте изуче­
ния свойств непротиворечивости и полноты систем.

Пусть g: X С — некоторое инъективное отображение, кото­
рое мы будем называть отображением Гёделя, Относительно неко­
торого заданного отображения Гёделя для каждого х ^ X  можно 
определить норму или диагонализацию для любого х ^ X:

V x ^ p i s  (а;), а:).



Обозначим через Q произвольное подмножество в Y» Но тогда 
можно определить и множество А  элементов из X, норма кото­
рых принадлежит Q, т. е.

а: 6 Xq <=> р (х), х) 6 Q.

Обозначим через Cq образ Zq относительно отображения g:

CQ = g (хЬ).
Теорема 2.1. Пусть р: С X X Y  — некоторая заданная система, 
а с  У — некоторое подмножество ее выходных величин. Тогда,
если множество Cw приемлемо для этой системы, то система либо 
противоречива, либо неполна.

Д о к а з"а т е^л ь с т в о. Поскольку множество Cw прием­
лемо, всегда найдется такое х* ^ X, что для любого с ^ С

с ^ С ^ < ^ р ( с ,  X*)  6 Ув,

и, в частности, для g (х*) ^ С:

g  (X*) е  р {g (X*), X*) е  Г „ , (11.1)

где C\vi по определению, есть множество гёделевских образов 
элементов, нормы которых принадлежат W, т. е.

^ (х) 6 <г=> р {g (х), X) е W.
Поскольку соотношение (11.2) справедливо для любых х ^ Х^ 
то из (11.1) и (11.2) следует, что для заданного х* ^ X

Р {g (^*), х^) e Y o < ^ p { g  {х% X*) е W. (11.3)

Обозначим через такую выходную величину системы, что 
У* =  Р (^ (^*)? X*). Но тогда из (11.3) следует, что либо у* ^ 
^ W (] Уо^т. е. система W противоречива, либо что у* ^ U 
т. е. система W неполна, ч. т. д.
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3 . ПРИМЕНЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ТЕОРЕМЫ 
К ТЕОРИИ ФОРМАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Покажем теперь, как эту фундаментальную теорему можно 
использовать для исследования конкретных систем с более бога­
той структурой. При этом мы обратимся к случаю так называемых 
формальных систем или систем преобразования символов, как 
к случаю, наиболее близкому к тому уровню изложения, который 
здесь принят. Аналогичное применение этот результат может



найти И ДЛЯ других систем, например логических систем самых 
разных типов. В качестве типичного представителя формальной 
системы нам будет служить ее представление (см. [18 ) в виде 
упорядоченной шестерки

К  =  {Е, S, Т, R, Р, ф),
где

(1) Е  — счетное множество высказываний,
{2) S CZ Е — множество правильных предложений,
(3) Т CZ S  — множество теорем из 5,
(4) R CZ S — множество опровержимых предложений,
(5) Р CZ Е — множество (згнарных) предикатов,
(6) ф — отображение ц/: Е X N  - ^  Е, такое, что ф {е, п) ^ S

всякий раз, когда е является ее некоторым предикатом, 
е ^ Р, а N  — множество целых чисел.

Предположим теперь, что задано еще и инъективное отображе­
ние g: Е Тогда для любого е ^ Е  число g (е) называется
гёделевским номером для е.

Для К  весьма,просто построить общую систему. С этой целью 
достаточно установить следующие соответствия:

(i) предикаты из Р являются входными воздействиями 
системы;

(ii) высказывания из Е являются ее состояниями;
(iii) предложения из S являются выходными величинами;
(iv) (суженная) функция Гёделя для этой общей системы 

является сужением отображения g для К, g = g \ Р ■, а ее пред­
ставлением в пространстве состояний служит функция р: Е X Р -*■

S, для которой
р (е, р) =  ф (р, ? (е));

(v) Множество теорем Т а  S  соответствует У д.

Теперь мы готовы сформулировать теорему Гёделя (или, точ­
нее, ее аналог) для формальной системы К.

Теорема 3.1. Пусть R* — множество гёделевских номеров для 
всех элементов, нормы которых принадлежат подмножеству'^^ о  5. 
Если R* представимо в К, то К  либо ^-противоречиво, либо 
7?-неполно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р — некоторая общая система 
для К,  построенная по указанному выше принципу. Тогда мно­
жеству R* для К  соответствует некоторое множество входных
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воздействий точно такое же, как в § 2. Поскольку. J?* пред­
ставимо, множество Cw является приемлемым. Но тогда, согласно 
теореме 2.1, найдется такое входное воздействие х ^ X, что

р (ж), ж) е Уо Р ^

Но тогда существует и соответствующий предикат р ^ Р, такЬй, что

ф (р. (р)) 6 Г <=  ̂ ф (р, ^ (р)) 6 R-

Предложение ф (р, g (р)) является примером предложения, кото­
рое либо одновеременно принадлежит Т vi R,  либо одновременно 
не принадлежит ни Т’, ни Д, а это значит, что К  либо противоре­
чиво, либо неполно, ч. т. д.

4. РЕАЛИЗАЦИЯ С ПОМОЩЬЮ МАШИН ТЬЮРИНГА

Абстрактные динамические системы и понятия, введенные в § 1 
этой главы, могут быть реализованы с помощью самых разноооб- 
разных моделей, используемых в теории вычислений.

Здесь мы рассмотрим вкратце лишь реализацию с помощью 
машин Тьюринга. Обозначим через I  множество неотрицательных 
целых чисел: /  =  {О, 1, 2, . . .}. Пусть V — некоторое счетное 
множество, т. е. У =  К ,  а У* — множество конечных
последовательностей элементов из V, т. е. V* — свободный моноид 
над F, единица (пустая последовательность) которого обозначается 
через Л.

Машиной Тьюринга называется инвариантная во времени сво­
бодная динамическая система, для которой

(i) множеством моментов времени Т является множество 
неотрицательных целых чисел;

(ii) пространством состояний является С =  F* X /  X У*;
(iii) выходным объектом В является V*\
(iv) для каждой машины Тьюринга заданы два положитель­

ных целых числа т и п и  отображение ф: /„ X ->■ X п̂» 
где In = {О, . . ., га), Vjn — {*̂oi • • •>
Здесь R ж L — особые элементы, a ф обладает тем свойством, что 
ф (i, V}) ф  (vj, i) при всех i 6 и У; 6 F„, за исключением того 
случая, когда i =  1, в котором ф (i, Vj) =  (vj, i) при любых 
Vj € Ущ- Функция перехода состояний фох в этом случае задается

*) См. Дэвис [19].
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условиям и:

cpoi (оУй, i, У/Р) =

(Wfct;;, i', р), 

{av^vj, i', Vo),

(a, i' 

(Л, i

{ctVk,

VkVjP), 

i VoVi )̂,

если Ф (i, y,) =  {R, i’) 
и p Л,

если ф (1, Vj) = (Д , 1')и  
Р  =  Л,

если ф (г, Vj) = (L, i') 
и avk Ф  Л, 

если ф (i, уу) =  (L, г') и 
Wft =  Л, 

если ф (i, у̂ ) =  {ve, i'), 
в противном случае,

где а  и р принадлежат F*, а i и f  суть элементы из I. Поскольку 
семейство функций перехода состояний машины Тьюринга инва­
риантно во времени, а множество ее моментов времени дискретно, 
все семейство функций перехода состояний однозначно опреде­
ляется характером функции фо,. Пара чисел (те, п) будет назы­
ваться характеристическими числами машины.

(v) Выходная функция %: С В определяется условием
Я (а, i, р) =  а-р.

Обозначим через F* свободный моноид над У„. Пусть (те п) — 
характеристические числа некоторой машины Тьюринга 5 .’Тогда 
если начальное состояние машины принадлежит VJ?, х  /„ х  Vt  
то состояние системы S будет по-прежнему принадлежать V%, х' 
X  X Vm при любых  ̂ £ Т. Другими словами, если начальное 

состояние нашей системы принадлежит X  /„ X F^, то мно­
жество достижимых и представляюпщх теоретический интерес 
состояний равновесия должно быть подмножеством множества 
V X  {1} X  У*. [Состояния вида (а, г. Л) также являются три­
виальными состояниями равновесия.] Следуя установившейся тра- 
дации, мы будем предпол^^гать, что начальное состояние с =  
=  (а, I, р) машины Тьюринга с характеристическими числами 
(те, п) выбирается лишь из множеств {Л} х {0} X  FJ, и таково,
что с =  (Л, О, р), где р ^  Л. В связи с этим для класса ф машин 
1ьюринга _множество V* х {1} X F* можно принять за
Но тогда (ф, Я) образует класс всех машин Тьюринга, а общая 
система р определяется этими машинами так, как показано в § 1.



Глава X I I

КАТЕГОРИИ СИСТЕМ 
И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ФУНКТОРЫ

В предыдущих главах мы изучали некоторые достаточно общие 
свойства систем и выясняли условия, при которых система обладает 
некоторыми определенными свойствами. Как нетрудно видеть, это 
дает возможность классифицировать системы в зависимости 
от того, каким набором рассматриваемых свойств они обладают. 
Естественно, что нам представляется полезным более строго опре­
делить различные такие классы и установить взаимосвязи между 
ними. Подходящим языком для решения этой задачи представ­
ляется язык теории категорий, специально занимающейся изуче­
нием классов и взаимосвязей между ними )̂.

Различные классы общих систем в этой главе определяются 
как соответствующие категории, причем гомоморфизмы между 
объектами одной категории интерпретируются как отношения 
моделирования. Взаимоотношения же между различными клас­
сами систем описываются с помощью подходящих функторов, при 
этом мы опираемся на результаты теорий представления и реали­
зации, развитых в предыдущих главах. Будет установлено также 
каноническое преобразование этих функторов. Взаимосвязь между 
основными понятиями представлена схематически на рис. 4.1.

1. ПОСТРОЕНИЕ КАТЕГОРИЙ ОБЩИХ СИСТЕМ
И ГОМОМОРФНЫХ МОДЕЛЕЙ

(а) Построение категории общих систем
Для того чтобы построить категорию, требуется некоторый 

класс объектов и некоторый класс морфизмов между ними. В каче­
стве объектов мы просто возьмем системы, т. е. отношения на под­
ходящим образом определенных множествах. Менее ясно, что же 
принять за морфизмы. В действительности оказывается, что иско­
мые морфизмы можно ввести многими разными способами. Неко­
торые из наиболее интересных, с нашей точки зрения, подходов 
мы и собираемся здесь рассмотреть.

Здесь мы будем пользоваться понятием категории, определяемым 
через объекты которое дано в приложении IV.



(I) О б щ и й  подход
Поскольку наш подход к теории общих систем носит теоретико­

множественный характер, наиболее естественными кандидатами 
на роль морфизмов нам представляются просто любые функции, 
определенные на соответствующих множествах. В этом случае 
категория общих систем будет определяться всевозможными отно­
шениями S CZ X X Y  ш отображениями между ними. Все другие 
категории строятся с помощью дополнительных структур, вводи­
мых на множествах ХшУ, ж выбора подходящих функций в каче­
стве морфизмов.

(И) С т р у к т у р н ы й  подход
Если наше внимание сосредоточено в основном на структуре 

системы, то в качестве морфизмов можно использовать гомомор­
физмы отношений. Пусть S <=.Х y . Y  ш8'  с: Z ' х  Г ' — две об­
щие системы, а Л и А: — два отображения h: X X ’ и к: Y - ^ Y ' .  
Отображение h х  к: X х  Y  —>■ X' х  Y '  называется гомоморфиз­
мом отношений из S  в S ' , если

(V {х, у)) ((х, y ) e S ^ ( h  (х), к (у)) е S').
В этом случае категория общих систем будет определяться 

всевозможными отношениями 5 с  X X У и гомоморфизмами отно­
шений между ними.
(Ш) А л г е б р а и ч е с к и й  подход

Если X, X', У и У' являются алгебрами, то отображения 
h ъ к, введенные в разделе о структурном подходе, могут быть 
ограничены классом гомоморфизмов из X в Z ' и из У в У' соот­
ветственно, что позволяет построить еще одну категорию общих 
систем.

Категории, построенные таким образом, несколько уже кате­
горий, получающихся при структурном подходе, но они обладают 
рядом преимуществ, некоторые из которых перечислены ниже.

(i) Использование дополнительных структур открывает воз­
можность более глубокого исследования различных свойств 
системы. Алгебраический способ введения таких дополнительных 
структур представляется наиболее естественным для использо­
вания аппарата теории категорий.

(ii) Гомоморфизмы вполне разумно рассматривать как «функ­
ции моделирования». Под этим подразумевается следующее: 
во многих случаях гомоморфизмы можно определить так, что 
они упрощают структуру исходной системы, одновременно сохра­
няют все наиболее существенные соотношения и опускают менее 
существенные детали. С этой точки зрения гомоморфный образ
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системы МОЖНО рассматривать как «упрощенную» систему, т. е. как 
модель исходной системы. Аналогичные соображения можно 
высказать и относительно структурного подхода. Однако если 
мы потребуем, например, чтобы модель линейной системы обяза­
тельно была линейной, то окажется, что структурное моделиро­
вание не обеспечивает этого требования.

В этой главе мы будем следовать в основном алгебраическому 
подходу. Однако, когда речь пойдет лишь о категориях общих 
систем без какой-либо алгебраической структуры, то этот подход 
в конечном счете можно считать совпадающим со структурным. 
Точнее говоря, когда мы рассматриваем общие системы, наш 
подход можно считать частным случаем алгебраического, при кото­
ром из-за того, что на объектах не введено никаких конкретных 
алгебраических структур, любую функцию можно рассматривать 
как гомоморфизм.

Если система S а  X X Y  является временной, то элементы 
множеств X и Y  обладают особой структурой, а именно являются 
функциями времени, т. е. х: Т А  и у: Т В ,  а X а
и У с: 5^. Поэтому когда мы называем функцию h: X Z '
гомоморфизмом входных воздействий временных систем, то всегда 
предполагаем, что h построен с помощью функции (гомоморфизма) 
ha- А А'  так, что h (х) (t) =  {х (t)) при любых t ^ Т, где 
X' CZ Подобная конструкция обладает следующим свойством:
(V х )̂ (V xt) (V xi) {х^*xie X & X*-х\е Z

h {х̂  х̂[) \ Р  = h  {х̂  -Х1) I Г').
А это позволяет определить расширение гомоморфизма h: X  X'
временных систем как функцию h: Х* -^Х '* ,  удовлетворяющую 
следующему условию: h (х )̂ = h {х̂  -Xt) | Т \  где Xf произвольно, 
если х̂  »Xf ^ X. Аналогично, h: Xtv Хи можно определить 
с помощью условия

h {xw) =  h {х̂  -xii  ̂-xt )̂ I Tw.
Другими словами, от гомоморфизмов временных объектов тре­
буется, чтобы они по крайней мере были гомоморфизмами относи­
тельно операций сочленения и сужения.

(Ь) Гомоморфные модели
Сформулировать понятие модели можно, вообще говоря, мно­

гими способами. Однако с концептуальной точки зрения наиболее 
естественная математическая формулировка использует понятие 
гомоморфизма. Именно этим подходом мы и воспользуемся в настоя­
щей главе. Сейчас же мы вкратце поясним, что это означает.
17-0296
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Пусть X, X' ,  Y,  Y '  — некоторые Q-алгебры, а 
/г*: Х - ^ Х '  nhy-. Y  - ^ Y '

— гомоморфизмы. Тогда легко показать, что отображение 
h =  hy): X  X Y - ^ X '  X У ',

для которого
h (х, у) =  (М^)* ^»(г/))»

также является гомоморфизмом относительно алгебраических 
структур н а  X X  F  и X' X Г ', определенных обычным образом. 
Все это позволяет ввести понятие гомоморфной модели.
Определение 1.1. Пусть 5 с: X X У и 5 ' с  X' X i"' являются 
общими системами, & h = {hx, hy) — гомоморфизм из л  X -Г 
в X' X Y',  причем отображение fe* — сюръективно. Тогда система 
S'  называется моделью системы S в том и только в том случае,

(V (х, у)) {{х, у) е S h {х, у) 6 S').
Более того, системы S я S'  называются эквивалентными тогда 
и только тогда, когда h является изоморфизмом и, кроме того, 
выполняется условие

(V {х\ у’)) {{х', у') eS '=> h-^ (х', у') 6 S).
Аналогично, для случая динамических систем понятие гомоморф­
ных моделей определяется следующим образом:

Определение 1.2. Пусть
5 =  {(р,: С* X X t - ^ Y t ,  ф,,.; Ct X X t t^ - ^C t’): t, t' e T)
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S  =  { (p t :  C t  X  X t - ^ Y t ,  C t  X  ^ V ) '  ^

 динамические системы, a h = {hx, hy, hg) для каждого t ^ T
является гомоморфизмом из X f  X Y f  X  Ct в X< x  Y f X  Ct, при­
чем функция hx сюръективна. Тогда система S называется моделью 
системы 5 в том и только в том случае, когда для любых Ct и Xt

h y  (P f  (^^f) ^ t ) )  —  P« (^<)»

Кроме того, динамические системы S а S называются эквивалент­
ными тогда и только тогда, когда h является изоморфизмом.

Аналогичные определения можно сформулировать для других 
типов представлений систем, например для их представлении 
с помощью глобальных реакций, входных реакции и т. п.

Как уже отмечалось выше, всякая гомоморфная модель обла 
дает одним удобным свойством; она полностью сохраняет алгебрэи-
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ческие структуры, представляющие для нас специальный интерес, 
и «пренебрегает» второстепенными деталями. А это полностью 
согласуется с нашим интуитивным представлением о моделях.

Рассмотрим весь этот комплекс вопросов несколько более под­
робно для класса динамических систем.

С этой целью предположим, что заданы реакция динамической 
системы Pj: Cj x  X f - ^  Yf  и гомоморфизмы h =  <й„, hy, he). 
Обозначим через Cf, Xt п гомоморфные образы С,, и Y ,  
соответственно, а через р( — гомоморфный образ р(. Определим, 
наконец, отношение czXt  X  так, что (х<, x't) 6 £’* <=> 

К  (xt) = К  (̂ О- 
: Как нетрудно видеть, отношение i?*: является отношением экви­

валентности. Аналогичным образом определим отношения экви­
валентности Еу и £’с, порожденные hy и ĥ . Поскольку hx, hy 
■а he — гомоморфизмы, фактормножества Xf/E^,  Yf /Ey и CtlE^ 
можно наделить такими же алгебраическими структурами, что 
и Xt, и Cj. Однако два различных элемента Xf и для которых 
(Х(, Xt) 6 ^х, могут считаться неэквивалентными относительно 
другой алгебраической структуры, не использовавшейся в опре­
делении гомоморфизма hx и потому полностью игнорируемой этим 
гомоморфизмом. Пусть теперь

p f : (Ct/Ee) X (Xt/E^) {Y^lEy), p f  ([cj, [x,]) =  [p, (c„ x,)I,
где Ct ^ [cj]  ̂ CflEg и Xj  ̂ [xj] ^ Xt/E^. Приведенное выше опре­
деление вполне корректно, поскольку

^y(Pt ^t)) =  Pt ( ĉ(Cf), hx{Xt)).
Легко видеть, что р^ и р( эквивалентны в том смысле, что между
НИМИ можно установить некоторый изоморфизм. А это значит 
что диаграмма ’

17*



где т)с, Л* и т1у суть канонические отображения, является ком- 
мутатиной. Теперь понятно, что pt можно рассмаривать как 
упрощенную модель реакции pt в силу своей изоморфности с р, ,
определенной над фактормножествами.

Полезно отметить, что любой гомоморфизм порождает модель, 
т. е. каждая модель определяется некоторым гомоморфизмом, 
причем выбор соответствующего гомоморфизма зависит от того, 
какие свойства исходной системы считаются существенными при 
^делировании. Заметим к тому же, что во всех приведенных 
ьише определениях только от К  требовалась сюръективность. 
А это значит, что гомоморфный образ исходной системы в общем 
случае оказывается собственным подмножеством своей модели. 
Поэтому модель позволяет делать некоторые выводы, которые 
не имеют места для исходной системы, и это снова вполне согла­
суется с интуитивным представлением о моделях.
^ Гомоморфам h =  {К, К ,  К )  из определения 1.2 задается 

исключительно по отношению к р. Поэтому здесь не требуется, 
чтобы диаграмма
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(ptt'
Ct X ^ t t '  ^

.  'I 
Ct  X Xft'  ̂ C f

была коммутативной. Однако мы покажем теперь, что подходя­
щим образом определенная функция перехода состоянии для 
модели из определения 1.2 находится в определенной взаимосвязи 
с функцией перехода состояний исходной системы -  взаимосвязи, 
вторая выглядит вполне естественно с точки зрения преобразо­
ваний входных воздействий в выходные величины, а п ото^
состояние является вторичным, производным 
целью определим отношение Ef c.Ct X Ct, для котор

(с„ Ct) (pt {Ct, ^t) =  PJ (c'b ^‘))-
Нетрудно видеть, что отношение является отношением эквива- 
Г еГ нТ ти. Заметим теперь, что если (с„ cj) 6 то ‘‘о^но не ра̂ в̂  
личать Ct и Си поскольку и они всегда приводят к одинаковым 
выходным величинам в ответ на подачу одинаковых входных 
“ з„ей“ вий. А это значит, что в качестве объекта состоянии
" Т о Г ^ " ? Г ж Т ч ^ 7 = Г о т и ^ ж е ^ и е „ к о н т р я „ т е о с т и
относительно /г,, и ф({' (—, ^w)i т- е. что

(i) [cjl =  Ictl => \hcCt\ =  {ĥ c’t\,
(ii) [cj] =  [c't] =>' i'^xtt') =  1фн'(сь
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где, естественно, через [АсС(1 обозначен класс эквивалентности 
из C jEu  а Et a C t  Х C f  Действительно,

(i) Ictl =  [ctl =  [Kc't],

tC j] =  [c 't ]  (V X f )  ( p t  (C „  X f )  =  p (  (c 't, X t ) )

=5- (V Xt) (hypt (ct, X() =  ^pPi (ct, X,))
=> (V Xt) (pt (h^t, hxXt) =  Pt {h^u hxXt))

(V Xt) ( p t  (Ji^u it) =  P t  (M . ^t)) )̂
=>■ [V tl =  ihcc'th

(ii) для любых xtt' 6 Xtt'
[Cf] =  l c ‘, ]  = >  [(p,t' (Ct, Xtt')] =  [tptt' (c't, X t v ) ] ,  

tctl =  [c't] (V Xt) (pt (c„ X,) =  Pt {c'u X t ))

=Ф- (V Xtt') (V Xt») (pt' (cptt̂ Cf”, Xtt')» a:t') =
=  Pt' (ф Н ' (Ct, Xft'), X t ' ) ) = ^

= >  ( V  X ft') ([(ptt' («̂ t> ^ t ’ )]  =  [ф 11' {c't, X f t ') l) .

Bee это позволяет определить расширение отображений 9tt- и 
следующим образом:

9tt'* (C t lE t )  X X tt ’ C f l E f ,  

mv (Icf], Xtt') =  [ф«(' {Ct, x,t')l,

C f / E t —*- C f / E t ' ,

К  ([ct]) =  IK (Cf)l.

Ho тогда мы приходим к следующему результату:
Предложение 1.1. Коммутативность диаграммы для pt," приведен­
ной в определении 1.2, влечет за собой коммутативность следую­
щей диаграммы:

{CtlEt)xXtt  >

так что 

и

так что

(Ct/Et) X X t f  Ct /̂Et>

Ведь является сюръективным.
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где
( C t ,  c 't)  е  E t  < = i -  (V X t )  (pt ( C f ,  X t )  =  P i  { c u  X t ) ) ,

xtt') =  {ct, Xfj-)],

he ([ct]) =  [he (ct)].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть — хц' *xt> и Ct произвольны. 
Тогда

h y 9 t  {С и  щ )  =  P t {he Ct, h ^ X t)

=> hypt (ct, Xt) I Tf  ̂ = Pt {hcPt, hxXt) I Tf
hypt-{(ftv {ct, xtt>), Xf)  =

=  P t ' { ^ t r { h e C t ,  h xX t t - ) ,  h x X f )

Pt' X ft'), h jc X f)  =

=  p i '  { ( p t t ' { h c C t ,  h x X t t ' ) ,  h x X f )  = >

l h e ( p t t ' { C t ,  X t f ) ]  =  l ( f t v { h e C t ,  h x X t f ) ]  =i^

Йсф«'([С{1, Xtt’) =  tpii'(^c [Cil, h^Xtt'), 

что и требовалось доказать.

Сформулированное выше предложение означает, что если 
объекту состояний Cf разрешается иметь избыточные, «ненужные» 
состояния, то функция перехода состояний может и не удовле­
творять коммутативной диаграмме. Но уж если мы учитываем 
лишь действительно существенные аспекты объекта т. е. если 
все избыточные состояния удалены, то соответствуюш;ая диаграмма 
обязательно должна быть коммутативной. И вновь хотелось бы под­
черкнуть, что существование избыточных состояний является пря­
мым следствием вторичного характера понятия объекта состояний.

Перед тем как перейти^к рассмотрению общих систем на языке 
теории категорий, проиллюстрируем те основные идеи, на которые 
будет опираться|наша теоретико-категорная классификация.

Пусть А и В|на рис. 1.1 представляют две разные категории 
систем. Объекты каждой из этих категорий (т. е. системы данного 
типа) связаны друг с другом отношениями гомоморфного модели­
рования, играющими для соответствующей категории роль мор­
физмов. Сами же эти категории связаны друг с другом некоторыми 
функторами. В частности, нас будут особо интересовать два типа

Так как сюръективно.
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функторов, которые мы назовем конструктивным функтором и пре­
небрегающим функтором соответственно. Конструктивный функтор 
отображает системы с более бедной структурой в системы с более 
богатой структурой (скажем, с более богатой структурой на соот­
ветствующем множестве 5). Например, конструктивный функтор

Система Система

Рис. 1.1.

может отображать общие системы в системы с реакцией или вре­
менные системы в динамические. Пренебрегающий функтор опре­
деляет обратный переход, т. е. отображает, скажем, динамические 
системы во временные, и т. п.

2. КАТЕГОРИИ ОБЩИХ СИСТЕМ

В этом параграфе мы построим несколько категорий общих 
систем и установим существование некоторых функторов и отно­
шений между ними. А поскольку тот факт, что некоторый класс 
объектов и некоторый класс морфизмов образуют категорию, 
нужно, вообще говоря, специально доказывать, мы введем целый 
ряд определений, и в том числе определений категорий, которые 
будут представлены здесь в виде предложений. При этом каждый 
раз, когда выполнение требуемых условий очевидно, доказатель­
ство соответствующего предложения мы будем опускать.

Намеченный выше алгебраический подход к построению кате­
горий прежде всего подводит нас к следующему предложению:

Предложение 2.1. Пусть ОЬ S есть класс всех отношений S а  X X 
X У, где множества X и У произвольны, X = 3)(S), и для каждой 
пары 5, S ' ^ОЪ S обозначим через Мог (5, 5 ') множество все-



ВОЗМОЖНЫХ пар функций f  = hy),  где X Х \  а
h y i Y - ^ Y \  таких, что сюръективно и

(X, y ) ^ S = ^  Q iM ,  hy{y)) е 5 '.

Определим композицию морфизмов из {Мог (5, S'): S, S'  ^ 
6 ОЬ 5} с помощью условия

{hxt hy)*(Jbx4 ) “  ( ^ з с hy*hy), 

где hs,^hx и hy-hy суть обычные композиции функций, т. е.

{х) =  К  {hx {х')).

Тогда (ОЬ 5, {Мог (5, S'): 5, S' ^ ОЬ_5}) образуют категорию, 
которую мы будем обозначать через S и называть категорией 
общих систем.

С точки зрения развития последующей теории категория общих 
систем в том виде, как она определена в предложении 2.1, вызы­
вает некоторые трудности. Они связаны с тем, что функции общего 
вида, используемые в предложении 2.1, могут привести к отобра­
жению функционального отношения R

(У{Х, у)) (V(x'. у')) ({X, у), (х\  у ' ) е к & х ^ х ' = > у  = у')

в нефункциональное отношение, т. е. к отображению однозначного 
отношения в многозначное. Чтобы избежать этого, мы определим 
одну подкатегорию категории S следующим образом:

Предложение 2.2. Пусть ObS^ определен так же, как и в предло­
жении 2.1, а Мог^(5, S') есть подкласс функций, определенных 
в предложении 2.1 и такой, что для любого /  ^ Мог  ̂ {S, S') из того, 
что R ^ ОЬ функционально, следует, что функционально и f{R)- 
Тогда

(ОЬ {Мог» {S, S'): S, S' 6 ОЬ S*})

образует категорию, которая будет обозначаться через S* и назы­
ваться функционально-конгруэнтной категорией общих систем.

И для S, и для класс объектов одинаков, но в тех случаях, 
когда мы хотим специально подчеркнуть, о какой категорти идет 
речь, мы будем обозначать класс объектов категории через 
ОЬ W. И хотя обе категории относятся к одному и тому же классу
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систем, отношения моделирования, лежащие в их основе, вообще 
говоря, различны, причем для они несколько сильнее, чем 
для 5. А именно, систему S'  можно рассматривать как модель 
другой системы S в S, даже если она не считается таковой в 5^ 
в то же время если система 5 ' считается моделы^системы S в 5^, 
то она заведомо является моделью системы 5 и в 5. Подобная вза­
имосвязь определяет следующий функтор между двумя введен­
ными категориями:

Предложение 2.3. Пусть отображение Н^: S тождественно,
т. е. для каждого S ^ОЬ  справедливо равенство Hi (S) =  S  
и для каждого {h ,̂ hy) ^ Мог (5, S') из S^

Н А к К .  h y ) )  =  h y ) .

Тогда Hi является функтором.
Определим теперь категорию, позволяющую рассматривать 

реакции систем.
Предложение 2.4. Пусть ОЬ Sg — класс всевозможных функций 
р: С X X У, где С, X  и^У — произвольные множества. Для 
любых р, р' 6 ОЬ Sg определим Мог (р, р') как множество всевоз­
можных троек функций /  =  {ĥ c, hy, h^), h^: X X', hy\ Y  -> 

У' и fee* С C' , таких, что ĥ  ̂ сюръективно и диаграмма

С х Х  — Y
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коммутативна, т. е. для любых х ^ X и с ^ С
hy* р(с, х) = h^-x).

Определим композицию морфизмов из {Мог (р, р'): р, р' б^ОЬ Sg} 
с помощью условия

( / г . д ,  h y ,  h f . )  * { h x ,  h y ,  h e )  =  Q ^ x ' h x ,  h y ^ h y ^ h ^ ' h c ) »

Тогда (Ob Sg, {Мог (p, p'): p, p' 6 Ob i5g}) является категорией, 
которая^ будет обозначаться через Sg и называться категорией 
глобальных реакций.

Рассмотрим теперь отношения м ^ д у  категориями S, S^ и Sg. 
Мы уже определили функтор между S и SK Что же касается отно­
шений между |5 и 5 ^ с одной стороны, и 5 g — с другой, то их можно



охарактеризовать с помощью двух новых функторов: пренебре­
гающего F̂ \ Sg->-S,  который ставит в соответствие каждой гло- 
балмой реакции некоторую общую систему, и конструктивного
G i -  Sg, который приписывает каждой общей системе ее гло­
бальную реакцию.

Пусть для каждого отношения 5 с: X X  F
Fun (S) = {f: f: X - ^ Y & f ^  S}.

Предложение 2.5. Пусть Ĝ : >- Sg есть такое отображение, что
(i) для каждого S ^ ОЪ

Gi {S)  =  р ,

где С =  Fun (S) S  Y^,  р: С Х X Y  таковы, что при любых 
{с, х ) е с  X X

р (с, х) = с (х);

(ii) для каждой пары hy) ^ Мог (5, S')
Gi П К ,  hy)) =  {h ,̂ hy, he),

где для любого х
К  W =  с' <=> c'{h^-x ) = hy'C {х), 

т. е. коммутативна следующая диаграмма:

С х Х — --->Y  

S
с  х Х '  — - > Y '

Тогда G i  является функтором.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего отметим, что h  ̂ опре­

делено вполне корректно. Действительно, сюръективно, и, сле­
довательно, hx (X) = X',  а так как отношение В = {(х, с {х)у. 
X  ^ X}  функционально, то функционально и отношение

К  X hy (R) =  {{h^-x, hy-c (х)): х 6 X}, 
откуда следует, что

hx'X = hx-x=>- hy -с (х) = hy *с (х).
Для S ^ОЪ S*

Gx { I s )  =  G i  ( ( / * ,  I  у ) )  =  {Го:, I  у ,  К ) ,

где hc,{c) = с' <=> с'{х) = с(х) при любых а:. Значит, =  /g, т. е.
G i  { I s )  =  I c d S ) -
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Что же касается морфизмов hy)  и {h'„, h'y), для которых

x h x ' H i x "  и y ! X y ' ^ y \
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ТО

^i( hy)'{hx,  hy)) = Gi {{hx'hx, hy'hy)) = {hx'hx, hy'hy,  fec)t 
где, no определению, he- С C" и для каждого x ^ X 

%c (c) =  c" c" (h'x'hx-x) =  hHy‘hy-c (x).
Ho, с другой стороны,

^уУ) =  {̂ 3.1 hy, hf,),

где для каждого х ^ X
he (с) =  с'4^ с' (Ajt'X) =  hy'C (х),

и
hy)) — {hx, hy, he),

где для каждого х' £ X'
h'c (с') =  с" <=> с" (h'x ■x') =  h'y-c' {х').

Поэтому для каждого х' ^ X'  и х ^ X
К . К  (с) =  с" c"{}l‘i - x )  =  а; [h, (с)] (х') «=>

<=> c"(h^-hx‘x) =  hy [he (с)] (ftjc-x)
c\h’x ‘hx'x) =  Ky-c'{h^-x) *) <=>  

c'Qi’x'hx'x) — h'y'hy'C (x) <=>

^e(c) =  c".

Следовательно,
Ог {{h’x, h'J)-{hx, hy))  =  {h’x, h'y, K ) - { h x ,  hy, K )  =

= GAQix, hy)).G^{{hx, hy)),
что и требовалось доказать.

Предложение 2.6. Пусть F̂ : Sg->- S — такое отображение, что 
для каждого р 6 ОЬ «Sg

F i  (р) =  5  с  Z  X Г ,

1) Поскольку hx сюръективно.
2) Где с' =  Ад (с).
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где
{х, у) е 5 <=> (3 с) (у =  р (с, х)), 

а для каждой тройки hy^ he)

^  1 ( ^с)) “  )•
Тогда является функтором.

Приведенные выше соображения приводят к диаграмме, изобра­
женной на рис. 2.1. Однако для того, чтобы несколько симметри-

Рис. 2.1.

зовать отношения, порождаемые этой диаграммой, мы введем еще 
понятие функционально-конгруэнтной категории глобальных реак­
ций.
Предложение 2.7. Пусть класс объектов ОЬ Sg определен, как 
в предложении 2.4, т. е. пусть^0Ь5д =  ОЬ 5g, и Мог  ̂ (р, р') 
является подмножеством морфизмов, определенных в предложе­
нии 2.4, для которого диаграмма

С х Х -

С  X Х '_ £ 1 ^
коммутативна, а отображения hy) функционально-конгру­
энтны относительно любого функционального отношения RczF^  (р), 
т. е. отношение (/г* X hy) (R) является также отношением функцио­
нального типа. _

Тогда (ОЬ Sg, {Мог̂  (р , р ') :  р , р ' в ОЬ Sg}) образует катего­
рию, которая будет обозначаться через Sg и называться функцио­
нально-конгруэнтной категорией глобальных реакций.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть R cz (р) — некоторое функ­
циональное отношение, и пусть

Qix, hy, he) 6 Mor  ̂ (p, p').
Тогда
(x, y) ̂ R=> {x, y) 6 (p) (3 c) (z/ =  p {c, x)) =>

=ф- ( 3  с ' )  ( h y - y  =  p ' ( c ' ,  h ^ ‘ x ) )  =>■

( h x ' X ,  h y - y )  6  (p') X  h y )  {x, y )  (p').
Следовательно, X  hy) (R) cz (p'). Поэтому, если {h к ) е  
€ Мог  ̂ (р, р'), а {К, К, К) е Мог  ̂(р', р"), то

{К, Ц,, K)-{h^, hy, fee) € Мог* (р, р"),
что и требовалось доказать.

Категории 5g и Sg, очевидно, связаны тождественным функ­
тором _ _

Н̂ '. Sg —*■ Sg,
для кэторого Я 2(р) =  р и H 2,{{hx, hy, h^)) =  (fe*, hy, he). Более 
того, S^ и Sg связаны между собой функтором Gi, определенным 
в предложении 2.5, в одном направлении и функтором ^являю­
щимся сужением функтора F^, — в другом. Все эти соотношения 
сведены в диаграмму на рис. 2 .2 .

Функторы Gi и F(, очевидно, взаимосвязаны. В самом деле, 
мы покажем далее, что функтор Ff является левым сопряженным 
к функтору Gi. _  _

То, что Ff-Gi- S* ^  3^ — тождественный функтор, очевидно. 
Менее очевиден характер композиции этих функторов в обратном 
порядке. Договоримся обозначать через Рс: X -v У" для каждого 
р: С X  X - ^ Y  такую функцию, что рс (х) =  р (с, х).
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Предложение_2.8. GxF{: есть функтор. Более того, для
каждого р 6 -Sg существует морфизм Xi(p) б Мог (р, Gŷ F{ (р)), схе­
матически представленный на рис. 2.3. Этот морфизм Xj (р) задается

условием Tj (р) =  (/jj, 1у, he), где для р: С X X -v  У справед­
ливо равенство he (с) =  рс.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р: С X X Y ,  ж пусть р =
— С X  X ~^Y.  Согласно определению F{, необходимо, чтобы
F{(p) = S, где

S  =  {(а:, у): (Зс) (р (с, х)  =  у ) } .

Поэтому для каждого с ^ С мы имеем р̂  6 Fun (S) =  С, и, следо­
вательно, отображение he'. С С определено корректно. Но из 
определения р вытекает, что

Р {he'C, 1^-х)  =  р (Р с ,  х) =  Р с (х) =  р (с, х)  =  1у  р(с, х) 
и, значит,

Их, 1у, ю  6 Мог (р, G-iF{p), 
что и требовалось доказать.

Теперь мы можем получить следующий результат:

Предложение 2.9. Пусть / :  Sg-^  Sg — тождественный функтор. 
Тогда преобразование I GiF{ является каноническим, 
т. е. диаграмма

Р — -^G.FfCp)

Ti(p')

G ,F /(h )

ОгР{(9')



ГД0 Ti (р) определено в предложении 2 .8 , коммутативна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть h ^  hy, Xi (p) =
ХЧ Iyi '̂ 1 (p ) ~  ^c' ) и ^1^1 W =  (^xt ĉ)»

где p: с  X X У, p': C ' x  X ' Y \  Ĝ F{ (p) =  p: С X X -> У 
и G,F{ (p') =  p': C '  X  X  Y ' . Тогда нам достаточно установить^ 
что диаграмма

КС----
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Г he' ^
 > С

коммутативна. Но, согласно определениям he'  и К ,  необхо­
димо, чтобы hc{c) == рс, йс»(с') =  р'с* и для любого X ^ X

К  {с)  =  с '  c ' { h ^ > x )  =  h y  - ф ) .

Поэтому для любого X

}ъс*Н(ч (с) =  he (рс) с с {h^*x) =  hyPf  ̂ {х̂
и

к -he (с) = Рлс(с) S  ?  <=> c'(h^-x) =  р'№с-^»

А так как для любого х справедливо равенство p'{hc hx'x)es

^ h y p  (с, x)j то с"=  с \  ч. т. д.

Предложение 2.10. Пусть для каждого р G ОЬ Sg и S в ОЬ

т,(р , S ) ( k ) = G ,  (h).r, (р),

где h е Мог (F{p, S). Тогда

Та (р, S): Мог {F{p, 5 ) Мог (р, G^S)

является морфизмом категории Set, т. е. категории множеств. 
Более того, является каноническим преобразованием
из Мог {F{ —) в Мог Gi —), т. е.

Мог ( Р { - ,  _ ) ,  Мог ( -  , Gi- ) :  x S ^ - ^  Set,

т./. Mor(i?f—, _ )_ > M o r(—, Gi — ),



И диаграмма
Mor(F{p', S) Мог(р', G^S)

\
Мог(^(/, g) Мог(/, Gig)

Mor(F{p, S ’) - ^ 2 ^  Мог(р, G^S')
где / 6 Мог (р, р') и |Г 6 Мог {S, S'), коммутативна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как %i (р) 6 Мог (р, GiF{(p))
н Gi (h) ^ Мог (GiF̂ ^p, GiS), то

Gi (h) -Ti (p) G Мог (p, GiS).
Следовательно, *

4̂ 2 (p> 6 Мог (Мог {F{p, S), Мог (p, GiS)).
Зададим произвольный элемент h 6 Мог {F{p', S). Тогда 
Мог (/, G,g) (p', S) (h) =  Мог if, Ĝ g) G, (h) t ,  (p') =

=  Сг {g) G, ih) X, (p') /  =
=  G i (g) G ,  {h) G ^ F {  if) X,  (p ) 1) =

= GAg-h-F{{f))‘X,{p) =
=  T , (p , S') { g - h - F {  i f ) )  =

=  T2  (p , S') Мог {F{f, g) {h), Ч. T. Д.

Предложение 2.11. Пусть для каждого р ^ Ob 5g и S ^ОЪ S^
тз (Р, S) (h) =  F{ Qi), 

где h ^ Мог (р, GiS). Тогда
Тз (р, S): Мог (р, GiS) Мог (F{p, S)

представляет собой морфизм категории Set. Более того, преобра­
зование Тд: Мог (—, Gi —) ^  Мог {F{ — ) является канониче­
ским, т. е. коммутативна диаграмма

Мог(р', G^S) Mor(F(p', S)
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Мог(/, Gig)

Мог (p, GiS’)
хз(р, S') Мог ( f { p .  S')

в которой /  G Мог (p, p') и ^ 6 Мог (5, S').

1) Согласно предложению 2.9.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если h 6 Мог (р, G^S), то F{ {h) ^
6 Мог (F{p, F{ GiS). А так как F{Gj, =  I,  то F{ (h) 6 Мог {Ffp, S).
Следовательно,

тз (р, S) е Мог (Мог (р, G,5). Мог (f{p, S)).

Зададимся теперь произвольным h 6 Мог (р', GiS). Тогда 
Мог {F{f, g) Тз (р', S) (К) =  Мог {F{f, g)^F{ (h) =

=  g.F{ { h )  F{ ( / )  =

=  (F{G,) g-F{ (h).F{ i f )  =

=  n  (G,g-h.f) =
=  Тз (p. S') (G,g^h-f) =
=  Тз (p, S') Мог if, Gig) (h), Ч . T . Д .

Предложение 2.12. Преобразование т  ̂ (p, S) обратимо, так что
■̂ 2 (p i ’ ’̂ а (р . <5) =  /мог(р, GiS)

и
^3 (Pi (р> =  ^Mor(F/p, S)’

Другими словами, Та является каноническим изоморфизмом для 
Мог ^  Мог (—, Gi—) и, следовательно, F( является
левым сопряженным к (?i.

Д о к а 3 а т е”л ь с т в о. Пусть h 6 Мог (F{p, S) произвольно. 
Тогда

Ч (Р, S) т/(р, S) (h) =  Те (Р, S) Gi (A)Ti (р) =
=  Fi (G, (h) т, (p)) =
= F{GAh)‘F{xA9 ) = h .

Выберем теперь произвольное h 6 Мог (р, G^S). Тогда

Та (р, S) Тз (р, S) (h) =  т, (р, S) F{ (h) =  Gi {F{ (h)).T, (p).

Поскольку диаграмма

GiS

ti(p)

Ti(GiS)

GiFiip)

GiF((h) 

GiF{GiS=GiS

коммутативна, то
18-0296



(Р, S) Тз (Р, S) (h) =  G, {F{ Qi)) -Ti (p) =

=  т л е д - й  =
=  h (так как Xj {Ĝ S) — I), 

что и требовалось доказать.
Из предложения 2.12 непосредственно следует, что для каж­

дого р 6 ОЬ iSg
Мог (р, G i-)  ^  Мог {F{p, - у .  Sf.

Напомним еще, что Gi — это конструктивный функтор, пред­
ставляющий «процедуру реализации». В этом свете приведенное 
выше отношение показывает, что отношение моделирования между 
р и глобальной реакцией построенной для S G ОЬ 5^ по сути 
дела совпадает с аналогичным отношением между F{p и 5.

3. КАТЕГОРИИ ВРЕМЕННЫХ СИСТЕМ
В предыдуш.ем параграфе мы занимались общими системами, 

и все полученные там результаты распространяются, конечно, 
и на более специальные структуры типа временных систем. Совер­
шенно аналогичные утверждения можно привести для S и 5g, 
если они представляют собой классы временных систем и началь- 
ных реакций соответственно, используя основные определения § 2 . 
Однако существуют и другие категории и функторы, в явном 
виде использующие особенности структуры временных систем. 
Именно ими мы и займемся в настоящем параграфе.

Новая категория временных систем будет введена в следующем 
предложении:

Предложение 3.1. Обозначим через ОЬ 7 класс семейств отображе­
ний р =  {р<: Ct X X f - ^ Y t  \t е Т),  где для любых t е Т мно­
жество Ct произвольно, а и суть сужения таких временных 
объектов X ш Y,  что

(i) входной объект X  удовлетворяет условию согласован­
ности входных воздействий, т. е.

(Vx) (Va:') (Vi) {х, х' ^ X х* *x'f в X);
(ii) семейство р ;удовлетворяет условиям реализуемости, т. е. 

(Р1) т  ( W )  (Vct) (Vx,t-) ( z c , , )  ( V x r )  ( p t '  ( c r ,  x t . )  =
=  p t (C{,  x tt’ ‘ X f )  I T f ) y  

(P2) (Vf) (Vcj) (Eco) (Нж‘) (Vx<) (pt (c„ xt) =  Po {Co, ‘Xt) I ?’«).
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Кроме ТОГО, для любой пары р, р'  ̂ ОЬ /  пусть Мог (р, р') 
будет множеством всевозможных троек гомоморфизмов h = 
= {ĥ , hy, he), h^: X X'\ hy\ Y  Y \  Си таких, что
hy. сюръективно, a диаграмма

с ,  X X,  Yt

Pi
с; X х \  > у;

при любых t ^ Т коммутативна, т. е.

h y ' p t  { с и  X t )  =  р ; ( h c ' C t ,  K ' X f ) .

Тогда (ОЬ/, {Мог (р, р')}) образует категорию, которая будет 
обозначаться через /  и называться категорией реакций временных 
систем.

Заметим, что, строго говоря, для каждого t ^ Т нужно 
было бы определять свою функцию fee* Однако для упрощения 
обозначений мы будем все их обозначать одинаковым символом fee* 

Отметим также, что условия реализуемости из предложения 3.1 
являются более ограничительными, чем в общем случае. Другими 
словами, общее условие реализуемости требует, чтобы вместо (Р2) 
выполнялось условие

(Р2)' {Щ  (Vc) (Vx,) (Ес„) (Ех‘) (р, (с„ х,) =  р„ {с„ х'-х,) | Г,).

При этом ясно, что если семейство р удовлетворяет условиям (Р1) 
и (Р2), то р всегда реализуемо, поскольку из (Р2) следует (Р2)', 
В то же время, если функция перехода состояний : Ci X Xtv-^  
-> Cf/, соответствующая р, удовлетворяет условию

~  Фо̂  (^0 X Х^),

то, очевидно, выполняется и условие (Р2). По сути дела условия 
(Р1) и (Р2) являются условиями реализуемости, если выполнено 
требование Cf =  cpQf (Cq X Х̂ ), А поскольку последнее требо­
вание особенно удобно для использования аппарата теории кате­
горий, оно и выступает здесь в роли условия (Р2)'. В дальней­
шем мы убедимся, что это ограничение не приводит к серьезной 
потере общности.
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Существует пренебрегающий функтор, ставящий в соответствие 
каждой реакции временной системы ее начальную реакцию 
на состояние. Этот функтор определяется следующим образом:
Предложение |3.2. Пусть F^: 7 5g — такое отображение, что 
для каждого р ^ ОЬ /

(й  =  р (е оь si),
причем

Р =  Ро
и для каждой тройки (А*, hy, fee) 6 Мог (р, р')

Р2 ii^xi ^с)) “  ^с)*
Тогда Fj является функтором

Существует также и конструктивный функтор, который каж­
дой начальной реакции на состояние приписывает реакцию вре­
менной системы. _

Пусть для каждого фиксированного р g Ob Sg отношение 
Ef cz (С X X*) X (С X X*) определяется условиями
{{с, \х% (с\ х'^)) 6 Ег (р (с, х^. xt) I Г, =

=  р (с', x'*.xt) \lTt)

(с, с') G ^ 0  <=> (Va:) (р (с, о:) =  р (с', ж)).;
Предложение 3.3. Пусть отображение Sg I  таково, что для 
каждого Pj6 Ob Sg _

Gi (p) =  P,
где p — {Pt* ^  ^t  ~  ^  X)IE(f  и

P« (cj, Xf) =  p {c, X* -Xf) I T t,;
где

с, =  [(с, x‘)l, 
a для каждой тройки (hy., hy, foc)6 Mor(p, p')

^2 ( ~  
где для C( =  [(с, ж')]

к (с‘) - Hkcc, м ‘)1 е с;.
Тогда Gj является функтором

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Показать, что  ̂pj определено вполне 
корректно и что Gj (р) при любых р 6 ОЬ 5g удовлетворяет усло­
виям (Р1) и (Р2), т. е. что Gj (р) в ОЬ / ,  совсем несложно.
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Поэтому ДЛЯ произвольной тройки (Jlx̂  hy, fee) 6  Мог (р , р ')  пусть 
ihx, h„, L> = G j {{hx, hy, h^)), p =  Gj (p) и p' =  Gj (p'). Если 

Ct =  [ (c , Ж*)], TC

^y-pt (cj, Xt) =  hy (p (c, x^‘xt) I T’t) =
=  (A„-p (c, I ft =
=  p' {K (c), (л:,)) |Г* =
=  pi ([(fee (c), (a:‘))I, (x,)) =
=  pi {K (ct), hx {Xf)).

Следовательно, (й«, hy, he) 6 Мог {Ĝ  (p), (p')).
Нетрудно также показать, что G^Qi' -h) = Ĝ  (h')' Ĝ  {h), где

h e Mor (p, p') и k' e Mor (p', p"), и что Gj (/p) =  /с, (p), ч. т. д.
Теперь, рассуждая так же, как при доказательстве левой 

сопряженности функтора F{ к Ĝ , можно показать, что функтор 
является левым сопряженным к функтору Ĝ .
Предложение 3.4, Функтор F^G^: Sg Sg является тождествен­
ным.

Зададимся произвольным р g ОЬ / .  Поскольку р удовлетворяет 
условию (Р2) предложения 3.1, найдется такое отображение 
ф: Cj (С X Х * ) / Е ( ,  что для всех Xf

Ф (Ct) =  [ ( с ,  Х ')1  ^  Qt {Си Xt) =  Ро ( с ,  X* >Xf) 1 Tf
Строго говоря, |ф зависит от t. Однако для упрощения обозна­

чений мы будем для всех t пользоваться единым символом ф.
С помощью отображения ф можно определить каноническое 

преобразование
Предложение 3.5,f {Пусть для каждого р ^ ОЬ /

М р) =  </*, Ф).
Тогда Hi (р) ^ Мог (р, Ggi ĵp). Более того, является канони 
ческим преобразованием в том смысле, что для |Xi: I ^  
диаграмма

-  Hi(p) ^  р -
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G2F2-/1

Р' ^  G,F,p'
где /  есть тождественный функтор из /  в / ,  коммутативна. 

Д о к а з а » е л ь с т в о .  Пусть
р =  {р,: C t X X t - ^ Y t & i f r }



И

=  {р,: с , X Г}, ^
где С( = {С X Х*)1Е(. Тогда для любых [с, х*] 6 С*

Р( ([с, а:'], Xt) =  ро (с, х‘ -х,) | Г,.
Пусть ф (cj) =  [с, х‘]. Тогда

Р( ([с, x ^ ] ,  Xt)  =  Ро (с, X ^ - X t )  \ T f  =  pt  (ct, Xt),
a это значит, что (/*, /у, ф) б Мог (р, G^F^). _

Пусть, наконец, Тъ = (К, hy, h^), G^FJi =  ftj,, h^) и
(/я, /j,, ф '> ^ Мог (p', G^Fz p')- Для фиксированного C( 6 C"*поло­
жим Ф {Ci) =  [(e, a:')] и ф ^  (cj) =  [с', ж"], где pj: С\ X Z; ̂  У;.
Тогда для любых X t  и х \

Pt (С(, a;j) =  Ро (с, -Xt) | Г ,  =!-

^  Р< №c‘^fl ^x'^t) ~  Ро (h'c' ^ ' 1  'hx i^t)) I

p; (fee-c,, ж5) =  p; (*c-c, fe* (a:‘)-x;) 1 Tt.
Ho в TO же время из равенства ф'/̂ c (cj) =  [с', ж'*] следует, что

ДЛЯ любого х1

р; (с', ж"-х;) \T t  = 9 t (hfCt, Xt).
Значит, [с', ж'*] =  [Ас"С» т. е^ he><p{ct) =  ф'?1с (с<) для
любых Cf Поэтому (р) =  Цх (р') -h, ч. т. д.

Предложение 3.6. Пусть

На (р, р): Мог (Fjp, р) ^  Мог (р, Gjp) 
таково, что для каждого h б Мог (i^ap, р) имеет место равенство
Цг (Р> Р) {Щ — ^2 ( )̂ (f^- Тогда [ij является каноническим
преобразованием, т. е.

Мог (Fa—,—) Мог (—, G^—),
а диаграмма

Мог (Fa р', р) Мог(р', Сгр)
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Мог(Р2/ . 8) Мог(/, Gi f )

Мог(^2р, р') Мог(р, СгР')
где /  6 Мог (р, р'), g  € Мог (р, р') и



Мог (Fg— Мог (—, Gj—): X  5g ->• Set,
является коммутативной.
Предложение 3.7. Пусть

Из (р, р): Мог (р, (?2р) Мог {Рф, р)
таково, что для каждого h G Мог (р, GjP) имеет место равенство 
Цз (р> р) {Щ =  Fffi). Тогда Из является каноническим преобра­
зованием, т. е.

Из: Мог (—, Gj—) -^  Мог (Fj—,—),
а диаграмма

Мог(р', Ggp) Мог(^2р', р)
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М о г ( / ,  Cig) Mor(F2/, 8)

Мог (р, СгР') Мог (FaP, G^')
где / g Мог (р, р'), g G Мог (р, р') и

Мог (^ 2— Мог (—, ^ 2—)• X Set,
коммутативна.
Предложение 3.8, Преобразование [Xg (р? р) обратимо и таково, 
что |х"̂  (р, |л) =  М-з (р, |х). Следовательно, функтор является 
левым сопряженным к Ĝ .

Все это можно выразить диаграммой

Сопряженность

и соотношением Мог (/^2—,—) ^  Мог (—, ^ 2 —).

4. КАТЕГОРИИ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Следуя процедуре предыдущего параграфа, мы введем теперь 
категорию динамических систем и различные функторы, связы­
вающие эту новую категорию со старыми, которые рассматри­
вались ранее. И, конечно, при построении категории динамиче­
ских систем мы можем чувствовать себя менее связанными,



поскольку результат этого построения зависит не только от выбора 
объекта состояний но и от характера семейства функций пере­
хода состояний ф. Понятие категории динамических систем должно 
быть согласовано со всеми основными подходами, принятыми нами 
для развития общей теории систем, а именно с представлением 
о системе как об отношении между множеством входных воздей­
ствий и выходных величин, в то время как понятия состояния 
и семейства функций перехода состояний должны быть производ­
ными, вторичными понятиями.

Прежде чем вводить категорию динамических систем, уместно 
сделать следующее замечание. Пусть {ф^ :̂
семейство функций перехода состояний некоторой динамической 
системы. В общем случае (ptv{Ct X  Хц') оказывается собствен­
ным подмножеством множества Однако существует весьма
естественный способ сделать функцию ф̂^̂  сюръективной. Обозна­
чим для каждого t ^ T  через Ct множество фо̂ (С х[Х*). Мы ут­
верждаем, что (pw{Ct X  Xtv) =  Ct'. Действительно,

X  X t v )  < = >

' ( 3  (Cf, X t r ) )  ( c t e C t  & C f  =  (P tf (ct, X t r ) )  < = >
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(3 (e, ж*)) (3 xtt>) (C( =  9ot(c, x^) &  C f =  (c„ xu-))<

(3 (C, X* • Xtt')) {Ct> =  фог(с, X* • Xit’))

<=> Ct* € Cf.
Более того, непосредственно из теоремы о реализации следует, что
{(^ t, yt)‘ (3 CteCt) {yt = p f(ct, a:j))} =

=  Ut) I (3 C, e Ct) {yt = Pt\(Ct, Ж,))}. 
Поэтому без какой-нибудь потери общности всегда можно пред­
полагать, что каждая функция семейства перехода состояний 
любой динамической системы сюръективна.

Предложение 4.1. Пусть ОЬ Z? представляет "'юбой множество 
всевозможных пар (р, ф), для которых

Р {р<* X X f - ^ Y f & t ^ T } ,

Ф =  C t  X  X t v  С\. & t ,  t '  е т } ,

все (ptr сюръективны, а р =  {р̂ } и ф =  {ф«'} удовлетворяют 
условию согласованности входных воздействий и состояний, усло­
вию согласованности реакций и обладают свойством композиции
(см. гл. H).J Пусть также для любых (р, ф), (р', ф ^ ^  ObTZ) мно­
жество Мог ((р, ф), (р', ф ')) образовано всевозможными трой­
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ками гомоморфизмов / =  {hx, hy, /г̂ ), для которых сюръективно^ 
а диаграмма

Ct XX t

ЛcX̂ x
' <
X Xt

Yt

Yl
Pt

коммутативна. Более того, пусть
{h^, hy.  К ) - ( К ,  hy,  he)  =  ( K^hx ,  hy-Ky,  К ' К ) .

Тогда (ObD, {Мог ((р, ср), (р', ф'))}) образует категорию, кото­
рую мы будем обозначать через D и называть категорией динами­
ческих систем. _

В определении категории D от морфизмов h =  {hx, hy, h ^  
не требовалось, чтобы они были гомоморфизмами относительно ф. 
Однако, как уже отмечалось в §_1, морфизм h является одно­
временно и гомоморфизмом для ф в смысле коммутативности 
следующей 1̂ иаграммы:

{CtlE^) X {CflEj.)

{C\!E‘t) X Х'п   {CvlE't-)

где E t  CZ Of X  Cf  — отношение эквивалентности, такое, что 
(с,, C't) е  <=> (V Xf) (pt {Cf, Xf) =  pt {c’u  Xt)),

K: iCf/Et) C't/E'u
И

Ф„-: (Ct/Et) X ^  {CM-)
представляют собой расширения ĥ : и X

для которых
к  =  УК (с,)],

Ф « '([С (] , Х п ' )  =  [ф К '(С (, X t t ’) i .

Для удобства обозначений догов^имся^что С, =  С,/£’,. Теперь 
ясно, что для любого заданного р  ̂ОЬ /  и любого t ^ Т [можно



определить отображение р̂ : X X f - ^ Y f  следующим образом:
Р( ([Cj], Xt)  =  Р( (C j, Xt).

Более того, нетрудно показать, что р =  {р̂ : < ^ Г} ^ 0Ь7.
Введем, наконец, некоторые функторы, связывающие катего- 

рию динамических систем с ранее введенными категориями. Мы нач­
нем с пренебрегающего функтора, связывающего D с последней 
из введенных до него категорий / .
Предложение 4.2. Пусть для отображения F^: D Т и любой 
пары {р, ф) ^ ОЬ 5

Рз (р. ф) =  Р,
а для любых морфизмов

Fa i(hx, hy, fee» =  hy, fee),
где p и определены выше. Тогда является функтором.

Для того чтобы ввести конструктивный функтор, связываю­
щий I  п D, заметим прежде всего, что для каждого

Р =  {р<- X Yf & t ^ Т},
порожденного семейством

Р =  {Р(- ('t X Xf Yf & t ^ Т}, 
условие (Р1) предложения 3.1 однозначно определяет для всех 
t, t'  ̂ Т функцию cptt'- Cf X Xtt’ ^ C f .  Эт(^ позволяет задать 
конструктивный функтор через посредство р и ф =  {ф(г: х
X X t r - ^ C t . } .

Предложение 4.3. Пусть для отображения Ĝ : I  D и всех 
р е о ь /

G s  (р )  =  (р .  ф ), 

а для всех hy, he) 6 Мог (р, р')
hy, he)) = {h^, hy, he),

где he ([c(]) =  [/ic(C()]. Тогда является функтором.
Обозначим через Ir полную подкатегорию категории / ,  такую,

ЧТО

р  =  {р̂ : Cf X Z f i ^ Г }  ^ Ob /г <=> [р 6 /  и р приведено].
Из самого построения функтора видно, что его область значе­
ний совпадает с Д. Если теперь определить F\ как функтор из D 
в /г и обозначить сужение на /г через GI, то доказанные ниже

282 Гл. X IL  Категории систем и связанные с ними функторы



4, Категории динамических систем 283

результаты показывают, что является левым сопряженным 
к Обозначим через ц: Ct~^ Ct каноническое отображение, 
т. е. пусть для любого t 6 Т выполняется равенство ц (с<) =  [С(]. 
Из определений функторов FI и GI следует, что

В Д  = 1 : Гг ^  Тг.
Предложение 4.4. Для каждой пары (р, ф) G ОЬ D пусть Vj (р, ф) =  
=  (/*, 1у, Ti). Тогда

Vi (р, ф) 6 Мог ((р, ф), GlFi (р, ф)).
Более того, Vj является каноническим преобразованием, т. е. 
Vj: /  GlFl, а диаграмма

е д ( р ,  ф)-  -  V,(p, ф)
(р. ф ) ---------^

(Р', ? )  — GlFlip', ф')
коммутативна.

Предложение 4.5. Пусть для каждой пары (р, ф) 6 ОЬ D и рг 6 

€О Ь/г

V2 ((р. ф). Рг): Мог {FI (р, ф), рг) -v  Мог ((р, ф), Gjp'O 

таково, что для любых h б Мог (Fj (р, ф), pj)

V2 ((р. ф)- Pi) W  =  ^3 W  (р, Ф).

Тогда Vj является каноническим преобразованием, то есть 
Vj: Мог ,—) Мог (—, GI-),  а диаграмма

V2«P', Ф'). Pf)

Мог(П(р'. Ф'), Pi)

m v i p f f ,  g)

Mor((p', ф'), Ĝ pi)

Мог(/, Gjg)

_  _  -  V2«P, Ф), Pi) _  _  -
M or(Fj(p, Ф ), Pi) ------------------------> Mor((p, Ф ), Gjpi)

где /  6 Мог ((p, ф), (p', ф')) и ^ 6 Мог (рг, й). коммутативна. 
Предложение 4.6. Пусть для каждой пары (р, ф) 6 ОЬ Z) и каж­
дого рг 6 ОЬ /г

V2 ((р. ф). Pi): Мог ((р, ф), Gjpi) Мог (Fl (р, ф), р;)
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таково, что для любых h 6 Мог ((р, ф), Gjpj)

^3 ((р, ф). Pi) {h) =  F i (h)

Тогда Vj является каноническим преобразованием, то есть 
Vj: Мог (—, (?з—) Мог (^3—, —), а диаграмма

VsCClT', ф'), р.) _ _ -
Мог((р', ф'), Gjp,y-------------------Мог(П(р', ф'), рО

Mor(/,'G5g,

_  _  _  V3((P, Ф),р{)
М о г ( ( р Т  ф ),  G l p i ) ----------------------- Mor(Fj(p, ф ), p.)

для которой /еМ ог((р , ф), (р', ф')) и S' 6 Мог (pi, Pi), комму- 
тативна.

и , наконец, последнее предложение:
Предложение 4.7. Преобразование ((р, ф), р̂ ) обратимо, так 
что

Vi' ((Р, Ф), Pi) =  V3 ((р, ф), р̂ .).
Поэтому функтор FI является левым сопряженным к GJ, т. е.

Мог (F3—,—) ^  Мог (—, GJ—): Дор хГТг-^ Set^
Подводя итог изложенному, можно сказать, что на протяжении 

этой главы мы установили соотношения между категориями, кото-

Рис. 4.1.

рые изображены в виде диаграммы, представленной на рис. 4 .1 ,
где In — функтор включения, а функтор Н^: I  Тг задается 
условиями:

Яз (р) =  р' и Яз {{h^, hy, h^)) =  {h^, hy, \ ) .



Приложение I

КОММЕНТАРИИ 
К СПИСКУ ЛИТЕРАТУРЫ 
И ИСТОРИЧЕСКИЙ ОБЗОР

В связи с тем что настоящая книга задумана как монография, 
посвященная новой теории, в ней встречаются ссылки на лите­
ратуру двух разных типов. Ссылки первого типа [2—201 отсы­
лают читателя к результатам из других областей знаний, которые 
используются в стратегически важные моменты изложения длй 
того, чтобы указать на возможные области применения или чтобы 
связать новую теорию с другими]отраслями знаний. Ссылки же вто­
рого типа [1 , 21—41] знакомят читателя с более ранними и сопут­
ствующими работами того же направления. Литература первого 
типа упоминается на протяжении всей этой книги, а все исполь­
зуемые нами источники перечислены в конце настоящего при­
ложения.

Программа развития математической общей теории систем 
в том виде, в каком она намечена в гл. I, была впервые задумана 
в 1960 г. (см. [1]). Приводя список литературы за такой долгий 
период времени, трудно удержаться от того, чтобы не взглянуть 
на развитие этой дисциплины в ее исторической перспективе, 
но, как и в любом историческом исследовании, нам не менее 
трудно сохранить объективность и удержаться от выражения 
личного отношения. Мы попробуем разрешить эту задачу по спра­
ведливости, придав нашей библиографии характер очерка исто­
рии развития этого научного направления, и попытаемся пока­
зать, какое влияние оказали на наши исследования работы дру­
гих авторов. При этом нам кажется необходимым хронологически 
отделить все то, что относится к периоду до 1960 г., поскольку 
работы того периода непосредственно (хотя и не всегда одинаково) 
сказались на формировании нашей программы.

Наша программа сложилась главным образом под воздействием 
трех ведущих научных школ, давших к тому же и основной толчок 
зарождению этого нового направления. Школы эти связаны с име­
нами Людвига фон Берталанфи [21, 22], Норберта Винера [23, 24] 
и Герберта Саймона [25, 26]. Мы говорим здесь о «школах», желая 
особо отметить, что в успехах, привычно связываемых с именами 
этих первооткрывателей и основных пропагандистов, значительны



заслуги и многих других ученых. Так, Анатоль Рапопорт [27] 
и Кеннет Боулдинг [28] немало сделали для общей теории систем 
в смысле Берталанфи, а Росс Эшби [29] — для кибернетики 
в смысле Винера.

Прежде всего нам хочется упомянуть имя'фон Берталанфи, ибо 
если говорить лично о нас, то именно он первый помог формиро­
ванию наших идей, а потому все, что сделано до его первых работ 
по обпцей теории систем, мы предоставляем в полное распоряжение 
историков. Фон Берталанфи предложил свою обш,ую теорию 
систем как некоторую философию науки. Подобная теория должна 
была заниматься самыми фундаментальными процессами, являю- 
пцимися универсальными в том смысле, что они охватывают явле­
ния, относяпциеся к любой научной дисциплине. Эта теория должна 
была также стать поистине междисциплинарной и отказываться 
от внутридисциплинарных рамок независимо от того, как бы 
ни была развита соответствующая дисциплина. В частности, Бер­
таланфи среди других научных дисциплин особо выделял мате­
матику и решительно утверждал, что создание математической 
теории общих систем противоречит основным понятиям общей 
теории систем [2 2 ].

Наш интерес привлекла здесь главным образом идея о необ­
ходимости создания общей теории систем. В то же время наша 
конкретная программа явилась скорее результатом нашего несогла­
сия с взглядами и подходами, предложенными ранее. В стремле­
нии выражать свои мысли ясно, точно и строго, т. е. на языке 
математики, нет ничего ограничительного. Напротив, основная 
опасность таится как раз в попытках построить научную теорию, 
и особенно междисциплинарную теорию, на туманной, нечеткой 
и допускающей разные интерпретации основе. Многим междис­
циплинарным рассуждениям не хватает именно прочной основы, 
на которой мог бы базироваться междисциплинарный обмен зна­
ниями, и нечеткость языка может лишь затормозить, а не стиму­
лировать прогресс в этой области. Возможно, что именно этим 
объясняется, почему многие зрелые ученые даже со склонностью 
к философии (например, IMoho [30 ]) отвергают общую теорию 
систем как неоперационную, т. е. лишенную возможности объясне­
ния реальных явлений. В то время как фон Берталанфи интере­
совали те аспекты систем, которые связаны с теорией общих 
систем как наукой об универсальных законах и принципах, рас­
пространяющихся одновременно на биологические, физические, 
социальные и другие явления, нас интересует общая теория систем^ 
в которой речь должна идти об общих свойствах формальных отно­
шений между интересующими нас объектами, и потому в ней 
не должно быть места внутридисциплинарным соображениям, 
поскольку любая формальная теория междисциплинарна по самому 
своему характеру.
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Кроме того, необходимо отметить влияние, которое оказал 
на нас Норберт Винер, и по двум причинам. Во-первых, Винеру 
удалось показать, что междисциплинарные проблемы можно решать 
математическими методами. Во-вторых, он указал на своеобразие 
и важность процессов управления для любых явлений природы. 
Винер весьма удачно придумал термин «кибернетика», который 
должен был служить как бы знаменем для работ, посвященных 
изучению информационных систем управления. Однако, к сожа­
лению, под это знамя встала довольно пестрая компания исследо­
вателей, и думается, что настоящие успехи кибернетики еще 
впереди. По нашему мнению, нам удалось несколько продви­
нуться в сторону создания общей теории некоторых целенаправ­
ленных, т. е. кибернетических, систем [31]. Настоящая книга 
должна заложить достаточно прочный фундамент более полной 
общей теории кибернетики.

Влияние на наши работы идей Герберта Саймона не столь 
непосредственно. Его глубокое понимание того, как «действи­
тельно» работают сложные системы (в противовес известным идеа­
лизациям, часто связанным с идеями оптимизации), будь они 
социальными, политическими или «искусственными», и его яркие 
многочисленные примеры, уточняющие эти представления, послу­
жили неисчерпаемым источником типичных ситуаций, объяснять 
которые должна формальная теория. Желание формализовать 
подобные реалистические представления и сценарии явилось 
весьма сильным побудительным мотивом, на который мы отве­
тили в более явном виде скорее работой [31], чем настоящей 
книгой.

Ну а что же о последующих работах? Упомянем лишь несколько 
направлений, которые кажутся нам либо наиболее близкими, 
либо привлекли к себе наибольшее внимание.

Прежде всего начиная с середины 60-х годов наметилась тен­
денция к интеграции различных специализированных уже доста­
точно развитых технических теорий [32—34] с целью создания 
более абстрактной теории какого-то особого класса систем (напри­
мер, алгебраической теории систем, описываемых конечно-раз­
ностными уравнениями [34]). Подобные теории, по определению, 
приводят к результатам такого рода и такого уровня общности, 
который интересует и нас, однако их нужно продвинуть гораздо 
дальше, прежде чем они действительно сомкнутся с общей теорией 
систем. Наиболее близка к этой цели теория, развиваемая Уаймо- 
ром. Однако из-за того, что его формальный аппарат требует 
весьма богатой математической структуры, подход Уаймора 
не годится для полноценного описания крупномасштабных или 
целенаправленных систем и без существенной переделки не может 
подняться до уровня общности, характерного для нашей теории 
систем.
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Вторая тенденция связана с попытками применения нашего 
формализма. В этом плане Мако [35] изучал проблему естествен­
ных состояний, а Уиндекнехт [36] на базе нашего понятия вре­
менной системы попытался построить общую теорию динамиче­
ских процессов, но возможности его теории оказались весьма 
ограниченными, несмотря на кажущуюся детальность анализа.

В качестве третьей тенденции отметим попытки разработки 
других подходов. Среди них особого упоминания заслуживают 
работы Клира [37] и Гогена [38]. Пока еще рано судить, насколько 
обоснованы эти подходы и как они связаны с другими усилиями 
подобного рода.

Наконец, мы отсылаем читателя к работам [39] и [40], где 
можно найти многочисленные ссылки на работы, с которыми ему 
стоит ознакомиться, чтобы получить представление о различных 
подходах данного направления.
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Приложение I I

ДРУГИЕ ПОДХОДЫ 
К МАТЕМАТИЧЕСКОМУ ОСНОВАНИЮ 
ОБЩЕЙ ТЕОРИИ СИСТЕМ

Отправной точкой нашей теории является понятие системы, 
определенное на теоретико-множественном уровне.

Но, конечно, существуют и другие возможные подходы, либо 
сформулированные на более низком уровне общности, либо опре­
деляющие основное понятие системы с других позиций. Мы рас­
смотрели много подобных подходов и обнаружили, что каждый 
113 них обладает существенными недостатками, а потому не может 
претендовать на роль фундамента общей теории систем; в этом 
смысле все о н и  уступают подходу, развиваемому в настоящей книге. 
Ознакомимся вкратце с причинами, побудившими нас отвергнуть 
несколько наиболее явных претендентов на эту роль.

1. АКСИОМАТИЧЕСКИЕ ЛОГИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ

Абстрактные математические структуры, используемые в аксио­
матических логических системах, без сомнения, слишком специ­
альны для того, чтобы служить основой для определения фунда­
ментального понятия системы. Однако логикой можно пользо­
ваться и так, как это делается в метаматематике, т. е. для изуче­
ния высказываний о системах и дедуктивного анализа их свойств 
и поведения. Подобный подход представляется весьма привлека­
тельным, и мы не обошли его своим вниманием. Конкретнее, пусть 
F — некоторый (формальный) язык, а / — множество (правиль­
ных) высказываний на языке F, выражающих обнаруженные факты 
или предполагаемые свойства системы. Пусть множество / является 
«исчерпываюпщм» с точки зрения имеющихся знаний об интере­
сующей нас системе, т. е. содержит все установленные и гипоте­
тические факты о ее поведении. Тогда мы можем ввести следующее 
понятие, которое называется вербальным (лингвистическим) опре­
делением системы [1 ].

Системой называется некоторое собственное подмножество
правильных высказываний.

Конечно, можно возразить, что подобное множество скорее 
описывает систему, а не определяет ее, но, поскольку, по опре­
делению, оно охватывает все, что мы знаем о системе, то по сути 
дела это одно и то же.



Взаимосвязь между понятием системы как отношения на абст­
рактных множествах и понятием системы как множества выска­
зываний совершенно прозрачна. На языке математической логики 
первое из них представляет модель, для которой второе понятие 
является ее «реализацией». Поэтому теорию моделей можно исполь­
зовать для дальнейшего уточнения этой взаимосвязи.

Подход к созданию обпцей теории систем через высказывания 
о системах и их поведении представляется очень привлекательным, 
поскольку на практике именно такими высказываниями нередко 
ограничивается все, что нам известно о системе. Поэтому его 
можно рассматривать как первый шаг к формализации эмпири­
ческих данных, т. е. личного , опыта. Однако мы не следовали 
лингвистическому подходу в этой книге, поскольку он ведет 
к изучению интересующих нас свойств систем слишком далеким 
путем )̂.

2. ТОПОЛОГИЯ^ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 
И КОЛИЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ

Теорию систем можно, по-видимому, развивать исходя и из спе­
циальных понятий, определенных на множествах с более бога­
той математической структурой, например в терминах потоков 
в топологических пространствах, отображений в функциональных 
пространствах и т. п. Двигаясь в этом направлении, мы могли бы 
начать просто с непрерывных и дискретных динамических систем 
и попытаться объединить обе теории в одну. Именно в этом и состоит 
подход через обобш;ение, о котором уже упоминалось в гл. I 
и приложении I. Однако ни один из этих подходов не согласуется 
с теми целями, которые были сформулированы в нашей программе, 
и в частности с нашим стремлением к предельной обпцности и жела­
нием получить возможность описывать плохо структуризованные, 
неопределенные ситуации. Более того, попытки, сделанные в этом 
направлении, свидетельствуют о том, что теория сразу же запу­
тывается в массе чисто технических трудностей, имеющих весьма 
малое (если вообще какое-нибудь) принципиальное значение для 
теории систем как таковой.

3, АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ СИСТЕМ

Известны также попытки построить чисто алгебраическую тео­
рию систем. Все лучшее, что удалось достичь на этом пути, вклю­
чено в наш подход. Действительно, каждый раз, когда в этом 
возникала принципиальная необходимость, мы немедленно вводили 
подходящие алгебраические структуры, и львиная доля конкрет-

1) Лингвистическому подходу следует, по-видимому, в своих работах 
Клир [39], исходящий от так называемых «характерных черт» системы.
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ных математических результатов, полученных в этой книге, 
носит алгебраический характер. Однако, когда речь заходит о вве­
дении фундаментальных понятий, т. е. о самих основах новой 
теории, язык теории множеств, безусловно, предпочтительнее 
языка алгебраических структур. В самом деле, если начинать 
построение теории на теоретико-множественном уровне, то для 
решения некоторого класса задач более естественно переходить 
н топологическим, а не алгебраическим структурам (см., напри­
мер, гл. IX).

Мы уже отмечали, что в целом ряде мест нашей теории целесо­
образным оказалось использование соответствующих алгебраиче­
ских структур. Тем не менее мы старались не перегружать вни­
мание читателя достаточно частными алгебраическими вопросами, 
например вопросами, связанными с множествами конеч­
ной мощности (см., впрочем, гл. IX, где подобные вопросы рас­
сматриваются в принятых нами рамках). Действительно, целый 
ряд наиболее сложных и интересных проблем теории систем воз­
никает как раз там, где приходится одновременно иметь дело 
€ множествами конечной, несчетной и даже еще более высокой 
мощности. Попытки ограничить алгебраическую теорию систем 
изучением одних «функций дискретного времени», для которых 
все вспомогательные множества не более чем счетны, хотя и инте­
ресны сами по себе, бьют мимо главной цели и обходят стороной 
основные подводные камни общей теории систем, опирающейся 
яа алгебраический фундамент,

4 . БОЛЕЕ УЗКИЕ ПОНЯТИЯ СИСТЕМЫ

Последние, хотя совсем не самые малоубедительные, возраже­
ния против определения системы как теоретико-множественного 
отношения можно выдвинуть на том основании, что на нечто 
«целое», заслуживающее названия системы, нужно наложить допол­
нительные требования, даже если оставаться на теоретико-множе­
ственном уровне. В первую очередь на роль такого дополнитель­
ного требования, которое необходимо включить в определение 
системы, выдвигают условие, согласно которому, прежде чем 
объект исследования заслужит право называться системой, 
мы должны уб!едиться в том, что его можно описать не просто 
отношением, но еще и пространством состояний и соответствую­
щими функциями перехода и выходными функциями. Но хотя 
подобное требование (скажем, существование для данного отноше­
ния соответствующих функций перехода состояний и выходных 
функций) может показаться в принципе разумным, практика подоб­
ных ограничений, налагаемых на сами первичные понятия, натал­
кивается на целый ряд трудностей; некоторые из них мы сейчас 
опишем.

292 Приложение I I



(i) В реальной жизни, и в частности в биологических и соци­
альных науках, зачастую встречаются системы, по самой своей 
сути являющиеся целенаправленными и допускающие формальное 
описание лишь в качестве таковых. Подобные системы все еще 
можно рассматривать как системы в нашем смысле. В то же время 
всякие попытки ввести для них понятие состояния и описать 
переходы в пространстве состояний заставляют делать произволь­
ные, ничем не подкрепленные предположения такого масштаба, 
что это ставит под сомнение адекватность всей модели в целом. 
И хотя в этой книге целенаправленные системы как таковые 
не рассматриваются, наш подход не исключает такой возможности 
и потому не может помешать будущему прогрессу в этом направ­
лении (см. приложение III).

‘ (ii) В конкретных приложениях системы нередко описываются 
с помощью семейства их подсистем и взаимодействий между ними. 
Даже если для каждой из этих подсистем известны функции пере­
хода состояний, определить переходы состояний для всей системы 
в целом, как правило, оказывается делом весьма трудным и обре­
менительным и, быть может, даже невозможным. Но всякая 
подобная комбинация систем, безусловно, также является систе­
мой, а полезность требования, согласно которому суммарная 
система считается таковой, если она обладает функцией перехода 
состояний, представляется весьма и весьма сомнительной.

(iii) Отправной точкой процесса создания любых моделей 
являются наблюдения и предположение о существании взаимо­
связи между ними. Первичное понятие системы следовало бы опре­
делять, опираясь как раз на подобные данные. А можно ли такие 
отношения описать как переход в пространстве состояний — это 
факт, который требует доказательства. Но даже если это воз­
можно, подобное описание не единственно и лишний раз подтверж­
дает вторичный, производный характер понятия состояния. Все 
эти соображения нашли вполне убедительное отражение в теории 
реализации, представленной в этой книге.
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Приложение I I I

ОТКРЫТЫЕ СИСТЕМЫ И 
ЦЕЛЕНАПРАВЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ

В этой книге нам не удалось рассмотреть два весьма важных 
понятия, играющих в общей теории систем фундаментальную 
роль. Речь идет о понятиях открытой и целенаправленной систем. 
Одна из причин подобного упущения кроется в необходимости 
прежде всего разработать феноменологический подход, объясняю­
щий возникновение пар «вход — выход», подход, которому посвя- 
щена эта книга и на базе которого может быть в дальнейшем раз­
вита теория открытых и целенаправленных систем. Возможные 
направления такого развития как раз и намечаются в этом прило­
жении.

1. ОТКРЫТЫЕ СИСТЕМЫ

Вообще говоря, система является именно отношением, а не функ­
цией, и в подобном общем случае определить, какова будет выход­
ная величина в ответ на наблюдаемое или предполагаемое вход­
ное воздействие, не удается. Как показано в нашей книге, это 
положение вещей можно исправить введением глобального или 
начального объекта состояний, а это в принципе всегда возможно. 
Однако введение произвольного глобального объекта состояний 
может привести к определенным трудностям.

(i) Хотя существование глобальных состояний теоретически 
гарантировано, на практике информации, необходимой для опре­
деления глобального состояния системы в каждый конкретный 
момент времени, может и не быть. В этом случае определить 
выход по известному входу все равно невозможно, и отдавать 
себе в этом отчет полезно с самого начала, с первых шагов модели­
рования системы.

(ii) Введение глобальных состояний может привести к непод­
ходящим (и даже неверным) интерпретациям того, что известна 
о системе; это может привести к замене упреждающей системы 
неупреждающей или системы, о поведении которой мы распола­
гаем лишь вероятностной информацией, системой, описываемой 
детерминистически, и т. д. В каждом из подобных случаев описа­



ние системы должно быть таким, чтобы оно предельно точно отра­
жало наше понимание поведения реальной системы, а предска­
зуемости выходной величины системы следует добиваться не непо­
средственно, а в обход.

На интуитивном уровне понимания открытой системой назы­
вают систему, которую нельзя (удовлетворительным образом) 
представить в виде функции (т. е. даже зная все условия ее работы, 
нельзя сказать, каким будет ее выход). Для того чтобы форма­
лизовать это понятие открытой системы, проще всего начать 
с предположения, что у входного объекта системы имеется две 
составляющие, т. е. X = М  \] U и

S c zM  X и  x Y .

Предположим теперь, что мы можем определить (или выявить), 
какова будет (или есть) компонента т входного воздействия 
системы, и в то же время в лучшем случае лишь сказать, к какому 
подмножеству Um CZ и  будет принадлежать его вторая компо­
нента и. Это типичный случай неопределенной ситуации. В этом 
случае М  представляет измеримое, непосредственно наблюдаемое 
или управляемое входное воздействие, 8i U те входные воздей­
ствия, о которых имеется только косвенная (если она вообще 
есть) информация. Для любого заданного т ^ М  самое большее, 
что можно сказать про соответствующую выходную величину,— 
это то, что она должна принадлежать множеству = S {т, Um)- 
Подобная система и является открытой в общем смысле.

Такое понятие открытой системы вполне соответствует тради­
ционному. Система считается открытой в классическом смысле, 
если:

(i) либо на нее действует источник энергии или информации, 
поведением которого нельзя управлять, или непосредственно, без 
ошибок наблюдать;

(ii) либо неоднозначность реакции системы нельзя приписать 
разнице в состояниях — обычно в рамках принятого рассмотре­
ния (например, когда система описывается дифференциальным 
уравнением с коэффициентами, явно зависящими от времени).

Очевидно, что понятие открытой системы в том виде, в каком 
оно введено выше, охватывает оба эти классических случая.

Наметим теперь вкратце, как можно косвенным образом вос­
становить «предсказуемость» выхода открытой системы. С этой 
целью мы рассмотрим два таких метода. И в том, и в другом мето­
дах проблему непредсказуемости пытаются решить, переходя 
от рассмотрения элементов выходного объекта к его подмноже­
ствам.
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Для каждого заданного х ^ X  определяется такое подмноже­
ство а  У, что

(a)"^Почти предсказуемые выходные величины
аданного х ^ X  определяете!

(За:) ((х, у) 6 S),
гда X = М X и.

Множество Узе состоит из всех выходных величин, которые 
могут получиться в ответ на данное входное воздействие х.

Обозначим через П (У) множество подмножеств У. В неко­
торых случаях оказывается возможным определить новую систему

5 ' ^  X X П (У),
для которой

(X ,  У )  6  5 '  < = >  у  =  Y , ,

где у  6 П (У).
Система S \  очевидно, функциональна:

5 ': Х - > П  (У).

Поэтому о предсказуемости можно говорить лишь с точностью 
до подмножеств множества У. Если для любого х ^ X  множество 
достаточно мало в некотором смысле, то описание S с помощью 5 ' 
может быть удовлетворительным. А это, очевидно, зависит 
от характера системы S и критерия, используемого для оценки 
«размеров» множества Y^-

(b) Почти предсказуемые системы
Во многих практических случаях поведение системы не удается 

предсказать не только потому, что неизвестна ее реакция, 
но и потому, что неясно влияние на нее окружающей среды. С фор­
мальной точки зрения это означает, что мы не может однозначно 
определить, каким будет входное воздействие системы. Однако 
в большинстве случаев все же можно выделить некоторое под­
множество из X, описывающее условия функционирования системы. 
Например, в системах со многими входами некоторые из входов 
могут находиться под нашим управлением, в то время как для 
остальных отсутствует свобода выбора (даже если их можно 
наблюдать). Для таких систем при любом выборе значений управ­
ляемых входных воздействий остается целое подмножество вхо­
дов, которые могут оказывать на систему непредсказуемое воз­
действие.

В подобном случае определенной предсказуемости можно 
добиться в результате перехода к множествам подмножеств как 
для входного, так и для выходного объектов.



Обозначим через П(Х) множество подмножеств множества 
входных воздействий X, и пусть входные условия работы системы 
в процессе наблюдений допускают описание подмножествами 
множества X. Тогда можно определить функциональную систему

: ЩХ) ^  П(У),

для которой при любых X ^ ЩХ)

5п (X) =  г  <=> у  =  {У,: а;  ̂ X}.

Более подробное описание системы S, возможно, получится 
в результате введения дополнительной структуры на П(Х) и П(У). 
Подобные соображения ведут непосредственно к нечетким и веро­
ятностным описаниям системы.

2. ЦЕЛЕНАПРАВЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ

В этом случае система описывается не прямо, а с помощью 
некоторой задачи принятия решений. По сути дела такую систему 
S ^  X  X Y  определяют, требуя, чтобы пара (х, у) принадлежала 
S тогда и только тогда, когда у является решением задачи при­
нятия решений, задаваемой элементом х. В качестве иллюстрации 
того, что понимается под задачей принятия решений, рассмотрим 
две следующие ситуации.

(а) Общая задача оптимизации

Пусть g: X - ^ V  — некоторая функция, отображающая про­
извольное множество X  в множество V, которое предполагается 
линейно или частично упорядоченным отношением Тогда общая 
проблема оптимизации состоит в следующем.

Для данного подмножества Х^ ^  X  найти такое х ^ X* что 
для всех х ^  X’

g { x ) > g  (х). (А.1)

Множество X  называется множеством решений, множество X* — 
множеством допустимых решений, функция g — целевой функ­
цией, а 7  — множеством оценок. В этих терминах общая задача 
оптимизации задается парой {g, X*). Элемент х  6 Х^, удовлетво­
ряющий условию (А.1) при всех х из X*, называют решением 
задачи оптимизации, заданной парой {g^X^),

Нередко функцию g определяют с помощью двух функций:
Р: X - ^ Y  п G: X  X Y V, 

g{x) = G  (х, Р (х)).
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В этом случае функцию Р называют выходной функцией или 
моделью (объекта управления), функцию G — функцией качества 
или оценочной функцией; задачу оптимизации тогда можно опре­
делить тройкой (Р, G, Х^) или парой (Р, G), если == X.

То, что Р называют «моделью объекта управления», означает 
следующее. Задача оптимизации, задаваемая тройкой (Р, G, Х^), 
на самом деле определяется относительно системы, которой нужно 
управлять и которая описывается функцией Р. Однако в общем 
случае мы не обязаны предполагать, что модель Р и реальный 
объект управления связаны какими-то специфическими отноше­
ниями. Более того, сама гипотеза существования объекта управ­
ления как единого целого может оставаться под вопросом и исполь­
зоваться лишь для того, чтобы поставить задачу оптимизации, 
определяющую систему через процесс принятия решений.

(Ь) Общая задача удовлетворения
Пусть X и Q — произвольные множества, а ^ — функция 

из X X й в множество У, линейно упорядоченное отношением 
Пусть также т — некоторая функция из Q в V, Тогда задача 
удовлетворения состоит в следующем.

Для заданного Х ^ ^  X  найти такой элемент х из что для 
всех со из Q

g (х, со) >  т (со). (А.2)
Множество Q называют множеством неопределенности, функ­

цию X — уровнем удовлетворения, а неравенство (А.2) — крите­
рием. удовлетворения. Все остальные элементы задачи удовлетво­
рения интерпретируются так же, как в задаче оптимизации. 
Задача удовлетворения определяется четверкой (^, т, Х^ Q), 
а элемент х из Х^ удовлетворяющий критерию (А.2) при всех 
со из Q, рассматривается как решение задачи удовлетворения, 
задаваемой четверкой (^, т, X^ Q).

Множество неопределенности Q называют еще и множеством 
возмущений, поскольку оно представляет собой множество всевоз­
можных воздействий, которые сказываются на поведении системы. 
В тех случаях, когда целевая функция g задана через выходную 
функцию Р: X X Q и оценочную функцию G: X X Q X Y  

V,
g {х, (о) = G (х, (О, Р (х, (о)),

множество Q определяет множество всевозможных воздействий, 
которые могут сказаться на исходе принятого решения х. Отметим 
попутно, что благодаря выбранному уровню общности элементы 
из Q охватывают как случай так называемой параметрической, 
так и случай структурной неопределенности. Функция т опре-
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деляет во всех этих случаях «нижний предел» допустимого или 
приемлемого качества системы. Решение х считается удовлетво­
рительным, если его качество не меньше порогового значения 
т (со) при любых проявлениях неопределенности со из заданного 
множества Q.

В более общей формулировке задачи удовлетворения отношение 
линейного порядка ^  можно заменить любым подходяпцим отно­
шением Л £  F X  У. В этом случае обпцая задача удовлетворения 
состоит в том, чтобы найти в такой элемент х, что для всех ш 
из Q

g (х, (о) Д т (со),

где R — отношение «удовлетворения» на множестве оценок F. 
Другими словами, решение х из считается удовлетворитель­
ным, если для любого со из Q оценка его качества g (i, со) нахо­
дится в отношении R  к пороговой величине т (со).

Теперь мы подготовлены к тому, чтобы дать определение 
системы принятия решений в рамках общей теории систем.

Система S ^  X Х  Y  называется системой принятия решений^ 
если найдутся такое семейство задач принятия решений х ^ X, 
решения которых принадлежат множеству Z, и такое отобра­
жение Т\ У, что для любого л: из X и у из У пара {х, у) при­
надлежит системе S тогда и только тогда, когда найдется такое 
Z G Z, что Z является решением задачи Dx,  а Т {z) =  у.

Во многих ситуациях (но далеко не во всех!) выходные вели­
чины системы совпадают с решениями задач принятия решений, 
т. е. Z =  У, а отображение Т тождественно.

В заключение сделаем несколько замечаний относительно поня­
тия системы принятия решений.

(i) Для системы принятия решений может существовать кон­
структивное описание с помощью системы уравнений, особенно 
в том случае, когда соответствующая задача принятия решений 
допускает аналитическое решение в том смысле, что для каждого 
X  ^ X  существует аналитический алгоритм, определяющий выход­
ную величину у = S (х). Однако такой алгоритм может и не суще­
ствовать. В общем случае для определения системы принятия 
решений достаточно лишь, чтобы задача принятия решений была 
корректной, и никаких специальных требований к существова­
нию какого-либо алгоритма построения решения не предъявляется.

(ii) Любую систему преобразования входов в выходы можно 
представить как систему принятия решений, и наоборот. Любую 
систему можно рассматривать и как систему принятия решений, 
просто опираясь на предположение о целесообразности ее пове­
дения. На самом деле феноменологическое и целенаправленное
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описание системы часто бывает полезно использовать по очереди 
в зависимости от того, на что направлен в данный момент интерес 
исследователя. Яркий пример подобного подхода дает класси­
ческая физика, где одно и то же явление в зависимости от ситуа­
ции описывается либо обычным законом, либо соответствующим 
вариационным принципом. Аналогичные примеры можно найти 
и в так называемом бихевиористском подходе к психологии.

(iii) Задача оптимизации, очевидно, является частным слу­
чаем задачи удовлетворения. Чтобы убедиться в этом, достаточно 
предположить, что Q содержит всего один элемент {со}, а т (ю) 
является минимумом функции g на множестве X {со}. Впро­
чем, и проблему удовлетворения за счет подходящего выбора 
целевой функции можно сформулировать как задачу оптимизации. 
Итак, все это сводится лишь к вопросу интерпретации или эсте­
тической оценки. Однако с принципиальных позиций, о которых 
мы не будем говорить здесь подробно, два эти подхода совершенно 
различны

Рассмотрим, наконец, понятие целенаправленной системы. 
В общем случае понятие цели и целенаправленного поведения 
может остаться неформализованным, поскольку, возможно, сле­
дует воздержаться от попыток описания подобного поведения 
в ситуации, когда точный смысл понятия цели и процесса, ведущего 
к ее достижению, не сформулирован в явном виде. Прежде чем 
начать работать над формализацией, нужно по крайней мере пред­
положить, что мы умеем распознать хотя бы «состояние» дости­
жения цели. Пример из психологии, возможно, поможет понять, 
что мы имеем здесь в виду. Достижение «состояния личного 
счастья» может быть целью поведения человека, но конкретное 
содержание, которое вкладывается в это понятие, известно разве 
что каждому человеку, а способ достижения этой цели может 
быть заранее неизвестным даже и ему самому. Пытаясь достичь 
подобной цели, человек обычно испробует стратегии, которые, 
по его мнению, приведут к выполнению стоящих перед ним задач. 
Он может попробовать повысить свой образовательный уровень, 
попытаться заработать побольше денег, жениться или испробовать 
любую другую комбинацию стратегий, но ни одна из этих страте­
гий не гарантирует достижения поставленной цели и ни об одной 
из них нельзя с уверенностью сказать, что она предпочтительнее 
другой. Человек может осознать, что его целенаправленное пове­
дение оказалось безуспешным лишь после завершения нескольких 
неудачных попыток.

Если формализация целенаправленного поведения вообще воз­
можна, она неизбежно приводит к описанию общей ситуации 
принятия решений. Поэтому мы предполагаем, что формализован 
ная цеденаправленность ведет к тем же понятиям, что и общая теория

300 При 10жепие I I I



принятия решений. Формализованная цель определяется некото­
рой задачей принятия решений, а достижение цели означает, что 
соответствзгюш,ая задача принятия решений решена. И нам хоте­
лось бы здесь еще раз подчеркнуть, что проблему целенаправлен­
ности можно формализовать, не конкретизируя метод решения 
соответствующей задачи принятия решений.
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Приложение IV

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
ТЕОРИИ КАТЕГОРИЙ

В нашей книге мы пользуемся обычными понятиями теории 
категорий [41]. Чтобы не отсылать читателя каждый раз к спе­
циальной литературе, мы приводим здесь определения основных 
понятий.

1. Обозначим через X  некоторый класс объектов вместе с двумя
такими функциями, что  ̂ /v  v \

(i) одна из них ставит в соответствие каждой паре (X, У)
объектов из X  множество Мог {X, Y); элементы /  6 Мог (X, Y)
называются морфизмами /: X —*■ Y из класса X  с областью X
и кообластью Y;

(ii) другая функция ставит в соответствие каждой тройке
{X, Y ,  Z) объектов класса X  функцию

Мог (У, Z) X Мог (X, У) ^  Мог (X X Z).
На морфизмах g: Y  Z п f: X Y  эта функция записы­

вается как {g, f) -*■ g •/» а морфизм_£'•/: X Z называется ком­
позицией морфизмов g и f. Класс X вместе с двумя этими функ­
циями называется категорией, если для него выполняются две
следуюпще аксиомы.

Аксиома ассоциативности. Если h: Z - ^ W ,  gi Y Z  и 
j: X - ^ Y  суть морфизмы из X с указанными областями и кообла- 
стями, то

h.(g.f) = {h^g)^f.
Существование единицы. Для каждого объекта У из X суще­

ствует морфизм Iу'. У — У, такой, что
I y ‘f  = f  для f: X ^ Y

g-Iy = g ИДЯ g-. Y ->■ Z.
2. Класс объектов из X обозначается через Ob X.
3. Морфизм f: X ^ Y  категории X называется обратимым 

в X,  если существует такой морфизм g: У X, принадлежащий



X,  что ^ ./ =  /зс и =  1у. Морфизм g в этом случае обозна­
чается через поскольку если такой морфизм существует,
то он единствен.

4. Если X и X' суть две категории, то функтором F: X X' 
называют пару отображений, одно из которых ставит в соответ­
ствие каждому объекту X первой категории X некоторый объект 
F (X) категории X', а другое ставит в соответствие каждому мор­
физму /: X - ^ Y  первой категории X некоторый морфизм
F (/): F { X ) F (Y) второй категории X'. Эти отображения 
должны удовлетворять следующим двум условиям:

F (/ж) =  1щх) для каждого из X,
Р is */) =  Р {g) 'F (/) для каждой композиции g •/,

определенной в X.
5. Ддя каждой категории X можно построить другую кате­

горию У, объекты которой совпадают с объектами из X, а в каче­
стве морфизмов /^Р: У X категории Y  берутся морфизмы 
f: X  категории X, причем композиция в У  задается условием 
/ор.^ор =  (^*/)ор; она определена J^aждый раз, когда определена 
композиция g •/. Такую категорию У мы будем обозначать через Х®̂  •

6 . Если F и G — функторы из X в X', то каноническим пре­
образованием т: F G ш  F ъ G называется отображение, которое 
ставит в соответствие каждому объекту X из X морфизм 
т (X): F (X) G (X) из X' таким образом, что диаграмма

F (X) —^  G (X)

1 I
F{Y)  —^  С(У) 

где /: X У — произвольный морфизм из X, коммутативна.

7. Для каждм пары категорий X и X' можно построить еще 
одну категорию X X Х \  называемую их произведением, условив­
шись, что объектам из X X X' будут упорядоченные пары 
(X, X') объектов из X и X' соответственно, а морфизмами (X, X')-v

(Уч У ) с указанными областями и кообластями — упорядо­
ченные пары (/, /') морфизмов f i X - ^ У  и /': Х ' - ^ У ' ,  Ком­
позиция морфизмов определяется почленно.
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8 . Если F: X X'  — функтор, то мы можем построить дру­
гой функтор:

Мог (F X X' Set,

где Мог {F —,—) (X, X') =  Мог {FX, X')  есть множество всевоз­
можных морфизмов FX  -V X' ,  а Мог (F —, —) (/®р, g) =  
=  Мог(Е/, для морфизма (/°Р, g): (У, X ') -> (X, У') есть такое 
отображение Мог (Ff, g): Мог (FX, X') Мог (FY, Y'),  что для 
любого h 6 Мог {FY, Y')

Мог {Ff, g) (h) =  g-k-Ff.

9. Каноническое преобразование т. F - у  G функтора F: X  -*~
X'  в функтор G: X X'  называется каноническим изомор­

физмом тогда и только тогда, когда для каждого объекта X  кате­
гории X х(Х)  обратим в X'; в этом случае мы будем писать, 
что F ^  О.

10. Пара функторов F: X X'  и О: X'  X  называется 
сопряженной тогда и только тогда, когда Мог {F —, —) ^  
^  Мог (—, G —): Х°^ X X' .  П ри этом функтор F называют левым 
сопряженным к G, а функтор G — правым сопряженным к F.
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п р е д м е т н ы й  у к а з а т е л ь

Абсолютная управляемость 150, 157 
Абстрактная передаточная функция

— полная линейная система 24
— функция времени 17 
Автономная система 221 
Алгебраическая система 18
— управляемость 141 
Алгебраическое ядро системы 99 
Алфавит входного воздействия (вхо­
да) 28
— выходной величины (выхода) 28
— объекта 17, 18 
Аналитичность слева от t 113, 157
— справа от 1 157

Базовый объект 133

Вербальное (лингвистическое) опре­
деление системы 290 

Взаимно однозначно функциональная 
система 209 

Воспроизводимая точка 137 
Вполне стационарная система 43
— — временная система 118
— управляемая динамическая систе­

ма 148
— — (по состояниям) из состояния 

Со динамическая система 148
Временная система 17
— — допускающая динамическое 

представление 32
— — неупреждающая 225
— — предопределенная 105
— — стационарная 118 
Временной объект 17, 28 
Вспомогательная функция 36 
Входной каскад 222
— — совершенный 223
— символ задерживающий 240
— — перестановочный 240
— — сбрасывающий 240

Выходная функция 39, 298 
Выходное семейство системы 39 
Вычислимая функция 249

Глобальная реакция 22, 23
— — линейная 26 
 на вход 26
— — — состояние 26
— — частичная 23 
Глобальное состояние 22 
Гомоморфные модели 257

Двухпозиционная система переходов 
состояний 246 

Декартово подмножество 138 
Декомпозиция в каскадное соедине­

ние 238
— системы 62 
Диагонализация 250 
Динамическая система 32
— — в пространстве состояний 35
— — инвариантная во времени 45
— — конечная 170
— — конечномерная 170
— — линейная 87
— — свободная 248

Естественная реакция 110 
— реализация линейной системы 103 
Естественный объект состояний 110

Задача о размещении полюсов 234 
Замыкание обратной связи 203

Изотопный гомоморфизм 218 
Инвариантная во времени динамиче­

ская линейная система 118 
— — — — система 45, 118 
Инвариантное во времени семейство 

линейных реакций 119
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Инвариантное во времени семейство 
линейных реакций 119 

 — — реакций 44
— множество, устойчивое относи­

тельно W и 0 198
Индексирующее множество 17 
Инерционная система 40 
Интервал времени 28

Каноническое (динамическое) пред­
ставление системы 62 

Каскадное соединение 203, 238 
Каскадная соединяющая операция 

203
Категория 302
— временных систем 274
— глобальных реакций 265
— динамических систем 279
— общих систем 264
Конечная динамическая система 170
— связность из нуля 156
 к нулю 157
Конечномерная динамическая систе­

ма 170
Конечномерность пространства сос­

тояний 157 
Конструирование пространства сос­

тояний линейной системы 98 
Конструктивный функтор 266 
Кообласть функции 22 
Критерий качества 137
— удовлетворения 298

Линейная глобальная реакция 26
— динамическая система 87
— начальная реакция системы 85 
Линейный объект глобальных состоя­

ний 26
— — начальных состояний 86

Максимальная независимая деком­
позиция системы 210

Машина Тьюринга 253
Минимальная функциональная деком­

позиция системы 214
Многокритериальная система 138
Множество возмущений 298
— воспроизводимое относительно g 

137
— вполне управляемое относительно 

g 137
— глобальных состояний 22
— допустимых решений 297
— достижимое относительно g 137
— доступное относительно g 137

Множество моментов времени 17, 28
— — — для стационарной системы

— неопределенности 298
— оценок 297
— решений 297
Модель объекта управления 298
— системы 258 
Морфизм 302

Наблюдаемость 157 
Начальная реакция 30
— — на входное воздействие 86 
 неполная неупреждающая 47
— — неупреждающая 46 
Невзаимодействующие системы 210 
Независимая декомпозиция системы

210
Несклеенное множество 138 
Неупреждаемость 46, 157 
Неупреждающая временная система 

225
— начальная реакция 46 
Неупреждающее семейство реакций

50 *
Нормальная подгруппа 242 
Нуль-управляемая динамическая си­

стема 148 
Нуль-управляемость 156

Область значений (кообласть) функ­
ции 22

— определения функции 22 
Обобщенная метрика 195
— псевдометрика 194 
Общая временная система 28
— задача удовлетворения 298
— линейная система 27
— система 21 
Объект временной 17
— входной 21
— выходной 21
— глобальных состояний 22
— начальных состояний 30
— состояний в момент времени t 30
— стационарной системы 44
— функциональный 17 
Оператор сдвига 43
— сужения 69
 расширенный 124
Охш̂ р̂ ация замыкания обратной связи

— сочленения 29 
Открытая система 295 
Отношение порядка 167, 168
— склейки 139



Предметный указатель 307

Отношение эквивалентности Нероде 
66

— — порождающее пространство 
состояний 71

Отображение Гёделя 250 
Отрезок времени 28 
Оценочная функция 137, 298

Параллельная декомпозиция систе­
мы 244

— соединяющая операция 203 
Параллельное соединение 203 
Подсистема 210
Позитивно устойчивая по Пуассону 

траектория 192 
Полная динамическая^система в про­

странстве состояний 35
— линейная система 85 
Полнота свободной реакции 156 
Полугрупповое свойство 33 
Почти предсказуемые выходные вели­

чины 296
— — системы 296 
Предопределенная временная систе­

ма 105
— — — линейная 111
— — — с момента времени i  47 
Предопределенность 46, 157 
Представимое подмножество 250 
Пренебрегающий функтор 266 
Приведенная система 170 
Приведенное семейство реакций 33 
Приводимость 157
Приемлемое подмножество 250 
Производящая функция выхода 37
— — состояния 40 
Производящее семейство выхода 37
— — состояний 40 
Простая группа 242
— система 242 
Пространство состояний 35

Разрешимое подмножество 250 
Расстояние 195
Реакция в момент времени  ̂ 30 ^
— — —  на входное воздей­

ствие 86
^  — -------- состояние систе­

мы 86
— естественная
— на начальное состояние 86
— начальная 30
— устойчивая 190 
Реализации, эквивалентные относи­

тельно своих пар «вход — выход» 
166

— — — — реакций 166, 167

Реализация минимальной размерно­
сти 168

— реакции на входное воздействие 
минимальной размерности 169

--------------  с минимальным про­
странством состояний 169

— — наименьшей размерности 169
— с минимальным пространством со­

стояний 168
Реализуемое семейство функций 56 
Решение задачи оптимизации 297

Свободная динамическая система 248 
Свойство композиции функций пе­

рехода состояний 33 
^  согласованности семейства функ­

ций перехода состояний 33 
Семейство линейных реакций 86
— объектов состояний 30
— реакций 30, 33
— функций, допускающее динами­

ческую реализацию 56
 перехода состояний 32
 согласующееся с временной

системой 30 
Сильная абсолютная управляемость 

157
— неупреждаемость 157
— нуль-управляемость 156
— управляемость 156
Сильно неупреждающая начальная 

реакция 46
— — система 47 
Символ 18
Система алгебраическая 18
— без памяти 41
— вполне стационарная 43
— временная 17
— «вход — выход» 21
— динамическая 32
— инерционная 40
— И^-непротиворечивая 250
— общая 15, 21 
 временная 28
— — линейная 27
— открытая 295
— переходов состояний 238
— полная линейная 85
— И^-полная 250
— приведенная 170
— принятия решений 299
— простая 242
— с конечной памятью глубины Н 14
— — обратной связью 214
— — памятью 42
— — полным входом 29
— статическая (безынерционная) 40
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— с функционально склеенным вхо- 
дом 154

- -  управляемая 170
  в  ̂ 139
  для и 139
— — по состояниям 148
— функциональная 22, 209
— функционально управляемая 221
— целенаправленная 297 
Склеенное множество 138 
Склеивающая система 139 
Слово 18
Совершенный входной каскад 223 
Согласованность реакций на состоя­

ние 87 
Состояние равновесия 248 
Стационарная система 44
  временная 118
Структурная управляемость 141 
Сужение временной системы 29 
Р-система 240 
Л-система 240 
Р —Л-система 240

Система стационарная 44
 временная 118

Тип поведения 193 
 структурно устойчивый 193

Управляемая в состояние Cq динами­
ческая система 148

— по состояниям система 148
— система 170 
Управляемость 156 
Уровень удовлетворения 298

наУсловия согласованности 
входное воздействие 8,

  состояние 87
Устойчивая пара 189
— реакция 190
— траектория 192 
Устойчивое множество 192
— состояние 191 
Устойчивость 189, 194

Формализация 14
Фундаментальная диагонализацион- 

ная теорема Гёделя 250 
Функциональная система 22, 209 
Функционально-конгруэнтная кате­

гория глобальных реакций 268
 общих систем 264
Функционально склеенное множест­

во 139
— управляемая система 221 
Функциональный объект 17 
Функция выбора 206
— качества 298
— Ляпунова 197, 198
— перехода состояний 32
— — — системы с обратной связью 

236
— склейки 139
— согласующаяся с системой 30
— целевая 297
— частичная 23

Эквивалентные динамические систе­
мы 258 

— общие системы 258 
Элемент системы 210 
Эталонное состояние системы 167
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